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APRESENTACAO

Nesta apresentacdo do segundo volume do livro “Cdlculo Numérico em
Computadores — Provas e Projetos” discorremos sobre um conjunto de resultados de
uma pesquisa de natureza cientifica e educacional sobre aspectos relacionados a
investigacdo de metodologias para:

(a) o estabelecimento de um modelo de provas de avaliacdo de conhecimento; e
(b) a elaboracao de projetos computacionais na area de calculo numérico.

Em tal contexto, estudamos as propostas nesse sentido ja& apresentadas na
literatura, fazemos a critica dessas propostas e desenvolvemos o que acreditamos ser
uma nova concepg¢do metodologica para a abordagem dessa area de conhecimento. Essa
nova concep¢do determina uma estrutura original para as provas de dominio de
conteudo de calculo numérico computacional (que s3o submetidas a alunos de
graduagdo das areas técnicas e cientificas), além de um procedimento sistematico para a
criagdo de algoritmos estruturados. As provas, os algoritmos e 0s correspondentes
programas computacionais devem constituir um livro que apresente caracteristicas
originais se comparado aos textos disponiveis atualmente. Para melhor estruturar esta
apresentacao, dividimos os assuntos em se¢des numeradas e tituladas.

Na se¢do 1 desta apresentacdo preparamos uma introdu¢ao. Na se¢do 2, fazemos
uma rapida revisdo de cinco livros didaticos da area de calculo numérico, em busca de
indicacdes de modelos de provas e projetos. Na segcdo seguinte, a seg¢do 3,
desenvolvemos uma metodologia para a defini¢do da estrutura e confeccdo de questdes
de provas para disciplinas de Calculo Numérico em Computadores, assim como para a
forma de apresentacdo das respostas a essas questdes. Na ultima se¢do, a secdo 4,
definimos uma metodologia para a realizacao de projetos que resultem em programas
computacionais didaticos do calculo numérico. Seguem conclusdes preliminares desse
esforco, na se¢do 5, e algumas referéncias bibliograficas, na se¢do 6.

1. Introducgao. A disciplina Cdlculo Numérico em Computadores retine, em seu
contetdo programatico, uma série de métodos numéricos adequados a resolucao de
problemas oriundos da modelagem matemadtica de fendmenos que sdo de interesse em
varias areas da ciéncia e da técnica. Em sala de aula, uma vez estudado um método
numérico, e discutidas as principais caracteristicas desse método, realizam-se exemplos
de sua utilizagdo em casos simples e ilustrativos. O passo seguinte do procedimento
didatico, ainda em sala de aula, consiste no desenvolvimento de algoritmos que
generalizam e automatizam o emprego de tal método.

Apds uma série de aulas com o estudo de varios métodos numéricos, estudo esse
relizado de acordo com a sistematica apresentada no paragrafo anterior, aplica-se uma
prova parcial para avaliar o conhecimento dos alunos. Essa prova tem as seguintes
caracteristicas gerais:

(a) trata-se de uma prova com consulta livre ao material que o aluno traz de
casa; e
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(b) apresenta quatro questoes de igual valor, sendo a primeira de natureza
dissertativa, a segunda e a terceira de natureza numérica, e, na ultima, pede-se para o
aluno construir um algoritmo.

A investigagdo de natureza cientifica sobre procedimentos sistematicos
convenientes a elaboracdo e resolucdo de provas como as descritas acima, € ao
desenvolvimento de projetos computacionais que programem algoritmos, envolve a
definicdo de metodologias que déem a essa investigacdo um suporte tedrico. No que se
refere as provas, é preciso, portanto, que haja uma metodologia para a sua elaboragdo
que atenda as necessidades de clareza na redacdo das questdes, de objetividade e de
varredura dos temas submetidos a avaliagdo. Ja, no que se refere aos algoritmos, ¢
indispensavel que se tenha uma metodologia para a sua constru¢do, de modo que atenda

a, pelo menos, trés requisitos: simplicidade, eficiéncia e sistematicidade.

No livro “Provas e Projetos de Calculo Numérico em Computadores”, em fase
de desenvolvimento e que, uma vez pronto, se pretende submeter a Editora
Universitaria, apresenta-se uma proposta resultante de um trabalho de pesquisa
cientifica sobre a melhor maneira de:

(a) confeccionar e resolver provas de calculo numérico computacional; e

(b) de desenvolver projetos para a construcdo e execucdo de programas
numéricos de modo que se obtenha, no final do processo de desenvolvimento, um
produto de natureza didatica, legivel e facilmente analisavel.

Os livros didaticos, normalmente encontraveis no contexto universitario do
ensino de disciplinas da area de calculo numérico, ndo costumam trazer modelos de
provas nem projetos de implementacdo de programas computacionais que sigam uma
metodologia de refinamentos sucessivos. Nao ha, de nosso conhecimento, nenhum livro
dessa area que proponha modelos de provas. Alguns livros apresentam algoritmos, mas
somente uns poucos apresentam programas computacionais correspondentes aos
métodos numéricos.

2. Revisao Bibliografica. Nesta se¢do fazemos uma andlise preliminar de cinco
livros didaticos, devotados a area de cédlculo numérico, em busca de sugestoes de
modelos de provas e de modos de confec¢do de projetos de programas computacionais.
Os livros considerados s3o os seguintes:

[1] “Cdlculo Numérico — Caracteristicas Matematicas e Computacionais dos
Métodos Numéricos”, cujos autores sao: Décio Sperandio, Jodo Teixeira Mendes e
Luiz Henry Monken e Silva;

[2] “Programacgdo e Métodos Computacionais”, em dois volumes, de autoria de
Tércio Pacitti e Cyril P. Atkinson;

[3] “Cadlculo Numérico com Estudos de Casos em Fortran IV, de William S. Dorn
e Daniel D. McCracken, traduzido do inglés por José¢ Abel Royo dos Santos ¢ Ana
Lucia Serio dos Santos;

[4] “Algoritmos Numéricos — Seqiienciais e Paralelos”, que tem a autoria de

Bernardo Gongalves Riso, Christianne Marie Schweitzer e Gaston Pedro Alauzet
Heerdt; e
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[5] “Cdlculo Numérico em Computadores — Provas e Projetos”, de autoria de
Bernardo Gongalves Riso e Mirela Sechi Moretti Annoni Notare.

No primeiro livro relacionado, o livro [1], temos um excelente texto didatico,
moderno, bem organizado e que apresenta interessantissimas discussdes sobre a
aplicabilidade dos métodos numéricos. E um livro muitissimo bem confeccionado. Sio
aspectos positivos desse livro a qualidade do texto, dos exemplos, das figuras, das
tabelas, e a preocupag¢do com o rigor matematico das expressoes e das deducdes, além
da apresentagdo de teoremas e suas demonstragdes. Ao final de cada capitulo, sugere ao
leitor uma grande quantidade de exercicios. Na pagina 3, esse livro apresenta a seguinte
definicao de algoritmo:

E a descri¢do seqiiencial dos passos que caracterizam um método numérico. O
algoritmo fornece uma descri¢do completa de operagdes bem definidas por meio das
quais o conjunto de dados de entrada ¢ transformado em dados de saida. Por operacgdes
bem definidas entendem-se as aritméticas e logicas que um computador pode realizar.
Dessa forma, um algoritmo consiste de uma seqiiéncia de n passos, o algoritmo deve
fornecer valores ao menos ‘proximos’ daqueles que sdo procurados. O nimero n pode
néo ser conhecido a priori. E o caso de algoritmos iterativos cuja idéia sera enfocada a
seguir. Nesse caso, em geral tem-se para n apenas uma cota superior.

Nao ha, contudo, nesse extraordinario livro, modelos de provas para a verificacao do
conhecimento adquirido pelos estudantes. Também ndo ha projetos de algoritmos ou de
programas computacionais.

Ja, no livro [2] encontramos, no primeiro volume, uma bem desenvolvida
apresentagdo das caracteristicas da linguagem FORTRAN, e dos modos de utilizé-la.
Trata-se, portanto, podemos dizer, de um excelente manual de programacao FORTRAN
de aplicagdo geral, ndo especificamente de métodos numéricos. O segundo volume,
entretanto, volta-se para a apresentagdo de métodos numéricos. Nesse volume
apresentam-se numerosos algoritmos e os programas computacionais em FORTRAN
que lhes sao correspondentes. Os algoritmos tém a forma de fluxogramas, e seguem um
“sumario computacional” que indica as principais etapas da resolu¢do de problemas. Em
seguida a apresentacdo de um algoritmo, exibe-se o programa FORTRAN associado ao
algoritmo, assim como o relatério de uma execugdo desse programa para um particular
conjunto de dados. A nosso ver, os programas sdo excessivamente complexos para um
iniciante, pois utilizam recursos avancados de programacdo, além de sub-rotinas, e
elaborados formatos para a apresentacdo de resultados.

Pelo que podemos observar, ndo ha nesse livro (pioneiro da computagao numérica
no Brasil), apesar de todos os méritos de que ¢ merecedor, nenhuma sugestdo sobre a
elaboragdo de provas para avaliar o conhecimento dos leitores. Faz-se, contudo, a
realizagdo de projetos computacionais, mas com o emprego de um estilo criticavel sob o
ponto de vista da evolu¢do do processo de desenvolvimento. Pois ndo se tem,
propriamente, um procedimento gradual, estruturado e progressivo, de refinamentos
sucessivos de uma idéia inicial, que permita acompanhar o longo e dificil raciocinio que
culmina com o detalhamento de um algoritmo e a realiza¢ao do seu programa.
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O livro [3] €, provavelmente, um caso Unico de texto de calculo numérico em que se
mostra a aplicagdo de métodos numéricos em situagdes praticas do mundo real, ou
muito proximo dele. Os métodos numéricos sdo apresentados em detalhe e suas
caracteristicas sdo bem discutidas. Além disso, apresenta “grafos de processos” para a
aplicagao desses métodos e algoritmos na forma de fluxogramas. As listagens dos
programas FORTRAN sao entdo exibidas, assim como os relatorios de suas execugdes.
Infelizmente, também aqui ndo ha sugestdes sobre a elaboracdo de provas para
averiguar o aprendizado dos estudantes. Mas ha, podemos dizer, o desenvolvimento de
numerosos projetos computacionais com a realizacdo de algoritmos e de programas
numéricos, embora esses algoritmos e programas sejam apresentados sem um desejavel
processo de desenvolvimento progressivo que venha facilitar o entendimento por parte
de iniciantes no assunto.

Diferentemente dos livros mencionados anteriormente, o livro [4] preocupa-se em
estabelecer uma metodologia de refinamentos sucessivos para a criagdo de algoritmos
numéricos didaticos. Nesse livro propde-se conceber um algoritmo em basicamente trés
etapas de refinamentos sucessivos. Cada etapa apresenta duas versoes para o algoritmo:
uma versdo grafica; e uma versao literal. Na primeira etapa, faz-se uma representagao
grafica do algoritmo na forma de uma caixa preta com aberturas para o recebimento de
dados e para a emissao de resultados, e uma representacao literal, em pseudo-linguagem
de programacao, na qual se definem os tipos de algumas varidveis e ja se esboga o corpo
do algoritmo. Na segunda etapa consideram-se aspectos internos da caixa preta definida
na etapa anterior e faz-se a representagao literal correspondente. Finalmente, na ultima
etapa a metodologia faz estabelecer a representacdo grafica e a correspondente
representacdo literal do algoritmo completamente detalhado. Nesse livro ndo se
propdoem modelos para a realizagdo de provas de conhecimento, mas sugere-se, de
algum modo, um procedimento sistematico para o projeto computacional de métodos
numéricos.

O livro [5], por sua vez, ¢ o resultado de uma investigagdo que visa o
estabelecimento de um modelo de provas e de projetos computacionais na area de
calculo numérico, apresentando nivel de complexidade supostamente compativel com
um primeiro estudo universitario nessa area. Sugere a submissdo de provas com
consulta ao material selecionado livremente pelo aluno, aproximando esse aluno de
situacdes que podera encontrar durante sua vida profissional. Além disso, propde que as
provas devam ter quatro questdes de igual valor, sendo uma dissertativa, duas
numéricas e um algoritmo. Essas questdes precisam ser respondidas de modo detalhado
e a adequagdo dos resultados deve ser brevemente comentada para que o aluno
demonstre consciéncia do que se passa. Os algoritmos necessitam ser construidos
paulatinamente, seguindo uma sistematica baseada em refinamentos sucessivos.

Um aspecto importante a levar em conta € que os textos tradicionais, isto €, os livros
didaticos de céalculo numérico sdo elaborados por professores - de altissimo gabarito
técnico, que escrevem para seus leitores, estudantes universitarios. Os livros [5] e
aquele que estamos agora escrevendo tém uma caracteristica diferente. Eles se colocam
na posicao do estudante que responde a um conjunto de questdes de prova (estas, sim,
elaboradas por um professor) e desenvolve projetos computacionais (também propostos
pelo mestre). Mas a perspectiva ¢ diferente daquela dos textos didaticos cléassicos:
enquanto 14 se escreve do professor para o estudante, em [5] e no livro que agora se
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escreve em continuacdo a [5], supostamente ¢ o estudante quem escreve textos para ser
lidos e avaliados pelo professor.

Em resumo, podemos dizer que o livro que estamos atualmente escrevendo procura
dar continuidade ao livro [5], respeitando todas as suas consideradas boas
caracteristicas. A contribui¢do que esses livros trazem - o livro [5] e o livro que ora
escrevemos - ¢ a de apresentar uma nova abordagem para o estudo, para a avaliacdo e
para a criagdo de projetos que envolvem o desenvolvimento de programas do calculo
numérico.

3. Metodologia para a confeccdo de provas. O sistema de avaliagdo prevé a
realizagdo de quatro provas distribuidas ao longo de um periodo letivo. Cada prova vale
dez pontos e a nota final é a média aritmética das notas dessas quatro provas. O
cabecalho de cada prova anuncia o tema especifico que ¢ avaliado. Oferecem-se quatro
questoes ao estudante.

A primeira questao ¢ de natureza dissertativa, pois pede a descri¢ao resumida de
um determinado assunto ligado ao tema da prova; a segunda e a terceira pedem a
aplicacdo de algum método numérico (com o auxilio, possivelmente, de uma
calculadora cientifica) para a resolugdo de problemas, e sdo, por esse motivo,
qualificadas como questdes numéricas; e, finalmente, a quarta questdo, caracterizada
como algoritmo, procura verificar a desenvoltura do estudante no que diz respeito a
elaboracdo de algoritmos numéricos simples e de carater didatico, descritos com
utilizacao de uma pseudolinguagem de programagao, e referente a um método numérico
incluido no ambito da prova. Como exemplo de uma prova com as caracteristicas
descritas acima, tem-se:

PROVA 17 — Método Quase-Newton

FOLHA DE QUESTOES:

Questao 1 (descritiva) — Por favor, considere o problema da resolu¢do numérica
de Sistemas de Equac¢oes Nao-Lineares. Apresente um Método Quase Newton
adequado a resolugdo desse tipo de sistema. Compare as caracteristicas desse método
com as do Método de Newton. Nao deixe de escrever, pelo menos, uma pagina. Se
achar conveniente, use formulas, graficos e tabelas para ilustrar a sua exposi¢ao.

Questio 2 (numérica) — Use um Método Quase-Newton para tentar resolver o
sistema dado a seguir:

x+2y-2,1=0
3x*+y°—6,9=0

Adote x =y = 0,5 como estimativa inicial da solu¢do do sistema. Faga duas
iteragoes, indicando sempre todas as operacoes efetuadas. Para apresentar os resultados
organizadamente, preencha uma tabela com o cabecalho:
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Li | xi | yi | desvio; = abs(xi1 - xi) + abs(yici - yi) |

Por favor, no final, escreva um comentério que avalie a evolu¢do do processo
iterativo.

Questio 3 (numérica) — Tente resolver o sistema de equagdes ndo lineares dado
abaixo com a aplica¢do de um Método Quase Newton:

F(x,y)=2x-2y-2,1=0
G(x,y)=x +3y*-6,9=0

Adote x =y = 0,5 como estimativa inicial da solucdo do sistema. Faga trés
iteracdes sempre indicando as operacdes efetuadas. Preencha uma tabela que apresente
os resultados organizadamente. Por favor, ndo deixe de escrever um comentario que
avalie o processo iterativo.

Questao 4 (algoritmo) — Por favor, construa um algoritmo estruturado em trés
blocos funcionais de instru¢cdes (Entrada dos Dados, Processamento dos Calculos e
Saida dos Resultados) que permita a aplicagdo de um Método Quase-Newton no caso da
resolugdo do sistema de equacdes nao lineares dado a seguir:

Fx,y)=x+2y-1,9=0

G(x,y)=3x>+y* -7,11=0

Boa Prova!

4. Metodologia para a criacdo de algoritmos. No desenvolvimento de
algoritmos didaticos do Célculo Numérico em Computadores, a simplicidade ¢
importante porque se pretendem obter, antes de tudo, algoritmos simples. Eles apenas
fixam, de modo claro e facil de assimilar, a légica de cada método numérico
programado. Esses algoritmos ndo precisam ter recursos muito sofisticados para a
representacdo dos dados ou dos resultados. Por isso, a formata¢do das informagdes ndo
¢ uma preocupacao tipica desses algoritmos. Além disso, aspectos de robustez (para que
dados mal escolhidos sejam denunciados e rejeitados logo, isto €, antes que se perca
muito tempo com o seu processamento) e eficiéncia computacional (de modo a evitar
desperdicio de memodria e de tempo de processamento) ndo precisam ser considerados
com muito empenho.

A eficiéncia da metodologia permite que ela seja empregada com sucesso na
maioria dos casos, resultando em um produto com boas caracteristicas: estruturacao,
legibilidade, facilidade de anlise e de implementagao, além de facilidade para extensao
das funcionalidades.

A estruturagdo contribui para a boa e rdpida compreensdo do algoritmo. Para

obté-la, considera-se a divisdo do algoritmo em trés grandes blocos funcionais, a saber:
Entrada dos Dados (caracterizado, principalmente, pelo emprego de comandos de
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leitura, do tipo LEIA...); Processamento dos Cdalculos (este bloco, que € caracterizado
pelas instru¢des que constituem o método implementado, contém, sobretudo, comandos
de atribuicao, expressdes matematicas e estruturas logicas de repeti¢ao e selecdo; ele &,
quase sempre, o bloco mais complexo de todo o algoritmo); e Saida dos Resultados
(bloco caracterizado por instrugdes que mandam escrever resultados numéricos tanto
intermediarios como finais, assim como imprimir analises e comentarios que avaliam a
qualidade dos resultados, o sucesso ou o insucesso da aplicagdo do método; a maioria de
seus comandos ¢ do tipo ESCREVA...).

A sistematicidade do processo de desenvolvimento, garantida pelo uso da
metodologia para a construcao de algoritmos, estabelece certo nimero de etapas que
devem ser observadas pelos criadores de algoritmos. De acordo com uma concepg¢ao de
desenvolvimento passo-a-passo, partindo dos aspectos mais abstratos ¢ de alto nivel,
pode-se incluir refinamentos progressivamente (abordagem top-down). Desse modo, a
versdo final ¢ obtida com o minimo de esforgo e, talvez, o que ¢ mais importante:
apresenta um formato padronizado.

4.1. Etapas de refinamento sucessivo. Na primeira etapa, utiliza-se um recurso
grafico (caro aos engenheiros e técnicos) na forma de uma caixa preta com duas
aberturas: uma, para a aquisi¢cao dos dados; a outra, para a emissao dos resultados. Esses
fluxos de entrada e saida de informagdes sdo representados por setas. Sob a seta de
entrada dos dados, escrevem-se os nomes das variaveis portadoras dos dados. Sob a seta
de saida dos resultados, escrevem-se os identificadores das variaveis portadores dos
resultados esperados com a execug¢do do algoritmo.

DADOS BISSECAO RESULTADOS
— O r-. O
A, B, ‘RAIZ =", XM
PARTMAX

A caixa preta deve ser identificada com o nome escolhido para o algoritmo, por
exemplo, BISSECAO. Ainda na primeira etapa do desenvolvimento do algoritmo, a sua
representacao grafica ¢ traduzida para uma concepg¢do literal em que aparece o nome do
algoritmo, e também os tipos (REAL, INTEIRO, etc.) de algumas das varidveis. Desse
modo, produz-se um texto todo escrito com letras maiusculas cujo emprego visa a
padronizagdo e ao melhor entendimento do algoritmo. A equagdo algébrica ou
transcendente f(x) = 0, que se deseja resolver, fornece a fungdo F(X) = ... que ¢ definida
inicialmente no interior da caixa preta e, depois, na versdo literal (logo apds a
declaracao dos tipos das varidveis).

Além disso, jd& que a concepgdo inicial ¢ um mero esbogo do algoritmo
pretendido, destina-se um espago (indicado, preliminarmente, por reticéncias e que sera
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mais tarde preenchido com blocos de instrugdes) para o corpo do algoritmo, o qual esta
situado entre as palavras reservadas INICIO e FIM DO ALGORITMO. Veja a figura a
seguir. Nela se considera, como exemplo de aplicagdo da metodologia proposta, o
desenvolvimento de um algoritmo para o Método da Bissegdo. Observe que as palavras
reservadas da pseudolinguagem de programacao sao realgadas com tipos em negrito:

ALGORITMO BISSECAO
REAL A, B, XM
INTEIRO PART, PARTMAX
F(X)=..

INiCIO

FIM DO ALGORITMO BISSECAO.

Na segunda etapa do desenvolvimento do algoritmo, abre-se a caixa preta
inicial, isto ¢, faz-se o primeiro conjunto de refinamentos. Tal se consegue considerando
a caixa preta constituida de trés outras caixas pretas:

(1) ENTRADA DOS DADOS;

(2) PROCESSAMENTO DOS CALCULOS; e

(3) SAIDA DOS RESULTADOS.

Elas representam os principais blocos de instrugdes de um algoritmo numérico.
Cada bloco correspondente a um tipo de funcionalidade, sugerido pelo nome do bloco.
Esses blocos de instru¢des sdo executados em seqiiéncia. Veja a figura a seguir:

I ~
| BISSECAO i
| - |
| ENTRADA PROCESSAMENTO SAIDA |
— 13 DOS DOS DOS >
DADOS CALCULOS RESULTADOS

—_——— e —

A essa representagao grafica com trés caixas pretas corresponde uma outra, com trés
blocos de instrugoes, que sdo as suas versoes literais. No caso do Método da Bisse¢do
(concebido de modo extremamente simples), pode-se ter:

(* ENTRADA DOS DADOS: *)

LEIA A, B, PARTMAX
(* FIM DA ENTRADA DOS DADOS. *)
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(* PROCESSAMENTO DOS CALCULOS: *)
PART = 1
ENQUANTO (PART MENOR PARTMAX) FACA
XM = (A + B)/2
SE (F(A)*F(XM) MENOR 0) ENTAO B = XM FIM SE
SE (F(XM)*F(B) MENOR 0) ENTAO A = XM FIM SE
SE (F(XM) IGUAL 0) ENTAO PART = PARTMAX FIM SE
PART = PART + 1
FIM ENQUANTO
(* FIM DO PROCESSAMENTO DOS CALCULOS.*)

(* SAIDA DOS RESULTADOS: *)
ESCREVA ‘RAIZ =, XM
(* FIM DA SAIDA DOS RESULTADOS. *)

No presente caso, por se adotar uma concepgdo extremamente simples, o
refinamento realizado na segunda etapa ja permite escrever o algoritmo completo
(exclusivamente com letras maitsculas, para facilitar a inspecao visual). Para obter essa
versdao completa, basta introduzir os trés blocos no corpo do algoritmo, indicando a sua
execu¢ao em seqiiéncia, e declarar os tipos de todas as varidveis empregadas no
algoritmo. Em outras circunstancias, contudo, pode ser necessario considerar que uma
ou mais das caixas pretas sdao susceptiveis de mais refinamento progressivo. Nesse caso,
cada caixa preta pode ser aberta e compreendida como a composi¢do de uma ou mais
dessas caixas. E assim por diante, conforme seja necessario para a constru¢do passo-a-
passo do algoritmo, até a sua versao final. A seguir apresenta-se uma visao do algoritmo
completamente desenvolvido.

ALGORITMO BISSECAO
REAL A, B, XM; INTEIRO PART, PARTMAX
FX)=...
INiCIO
(* ENTRADA DOS DADOS: *)
LEIA A, B, PARTMAX
(* FIM DA ENTRADA DOS DADOS. *)
(* PROCESSAMENTO DOS CALCULOS: *)
PART = 1
ENQUANTO (PART MENOR PARTMAX) FACA
XM = (A + B)/2
SE (F(A)*F(XM) MENOR 0) ENTAO B = XM FIM SE
SE (F(XM)*F(B) MENOR 0) ENTAO A = XM FIM SE
SE (F(XM) IGUAL 0) ENTAO PART = PARTMAX FIM SE
PART = PART + 1
FIM ENQUANTO
(* FIM DO PROCESSAMENTO DOS CALCULOS.*)
(* SAIDA DOS RESULTADOS: *)
ESCREVA ‘RAIZ = ¢, XM
(* FIM DA SAIDA DOS RESULTADOS. *)
FIM DO ALGORITMO BISSECAO.
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4.2. Ampliacio da funcionalidade de algoritmos. A funcionalidade do
algoritmo BISSECAO pode ser estendida introduzindo-se, por exemplo, um controle
mais apurado do particionamento do intervalo [A; B] que contém a raiz XM da equagao
f(x) = 0. Assim, a cada particionamento pode-se calcular:

(1) a amplitude do intervalo: DIF = B — A que deve ser comparado com um
valor de referéncia DIFMAX, lido na entrada dos dados; €

(2) o valor da fun¢do calculado no ponto médio, XM, e tomado em valor
absoluto: FM = ABS(F(XM)), a ser comparado com um valor de referéncia lido na
entrada de dados: FMAX.

Introduzindo essas duas extensoes de funcionalidade, o algoritmo pode assumir
agora o seguinte aspecto:

ALGORITMO BISSECAO
REAL A, B, XM, DIF, DIFMAX, FM, FMAX
INTEIRO PART, PARTMAX
FX)=...

INiCIO

(* ENTRADA DOS DADOS: *)
LEIA A, B, PARTMAX, DIFMAX, FMAX
(* FIM DA ENTRADA DOS DADOS. *)

(* PROCESSAMENTO DOS CALCULOS: *)
PART = 1; DIFMAX = 0.0001; FM = 100
ENQUANTO ((PART MENOR PARTMAX ) E
(DIF MAIOR DIFMAX) E (FM MAIOR FMAX)) FACA
XM = (A + B)/2
SE (F(A)*F(XM) MENOR 0) ENTAO B = XM FIM SE
SE (F(XM)*F(B) MENOR 0) ENTAO A = XM FIM SE
SE (F(XM) IGUAL 0) ENTAO PART = PARTMAX FIM SE
DIF =B — A; FM = ABS(F(XM)); PART =PART + 1
FIM ENQUANTO
(* FIM DO PROCESSAMENTO DOS CALCULOS.*)

(* SAIDA DOS RESULTADOS: *)

ESCREVA ‘RAIZ =<, XM

ESCREVA ‘VALOR FUNCIONAL CORRESPONDENTE = ¢, FM
(* FIM DA SAIDA DOS RESULTADOS. *)

FIM DO ALGORITMO BISSECAO.
4.3. Implementacio de algoritmos. A versdo final do algoritmo deve estar
pronta para ser implementada. Assim, o algoritmo BISSECAO, por exemplo, que ja

incorpora a funcionalidade estendida, pode ser implementado imediatamente em
linguagem Pascal ou outra linguagem de programagdo. Para obter essa implementagdo
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em Pascal, as estruturas logicas do algoritmo podem ser mapeadas em estruturas Pascal
correspondentes.

O quadro dado a seguir constitui uma proposta inicial a ser considerada em um
projeto de pesquisa que visa definir possibilidades de mapeamento de estruturas
algoritmicas (construidas em pseudolinguagem de programagdo) para construcdes de

programas (em Pascal e, possivelmente, em outras linguagens de programacgao):

Mapeamento de Estruturas Ldgicas
N°. Estruturas algoritmicas Estruturas PASCAL
1 | ALGORITMO BISSECAO program bissecao; uses crt; var
2 REAL A,B,XM,DIF,.DIFMAX,FM, a,b,xm,dif,difmax,fm,fmax: real;
FMAX
3 | INTEIRO PART, PARTMAX part,partmax: integer;
function f(x:real):real; begin
4 [ FX)=((9*X+0)*X) -3 f:=((9*x + 0)*x) — 3;end;
{function}
5 | INICIO begin
6 | (* ENTRADA DOS DADOS: *) { Entrada dos Dados: } clrs;
7 ;‘ﬁffXA’ B, PARTMAX, DIFMAX, readln(a,b,partmax,difmax,fmax);
8 | (*FIM DA ENTRADA DOS DADOS.*) | { Fim da Entrada dos Dados. }
9 (C* APIE{COUCLEOSSS ﬁl;/IENTO DOS { Processamento dos Calculos: }
10 PART = 1; DIFMAX = 0.0001; FM = part:=1; difmax:=0.0001;
100 fm:=100;
11 félljglgll} 1\1\/I[£(131 OR PARTMAX ) E while((part<partmax)and
12 | (DIF MAIOR DIFMAX) E (dif>difmax)and
13 | (FM MAIOR FMAX)) FACA (fm>fmax))do begin
14 | XM =(A +B)/2 xm:=(a + b)/2;
SE (F(A)*F(XM) MENOR 0) ENTAO | if(f(a)*f(xm)<0) then begin
B = XM FIM SE b:=xm end; {if}
15 SE (F(XM)*F(B) MENOR 0) ENTAO | if(f(xm)*f(b)<0)then begin
A =XM FIM SE a:=xm end; {if}
SE (F(XM) IGUAL 0) ENTAO if(f(xm)=0)then begin
PART = PARTMAX FIM SE part:=partmax end; {if}
DIF=B - A; FM=F(XM); PART=PART | dif:=b—a; fm:=f(xm);
16
+ 1 part:=partmax;
17 | FIM ENQUANTO end; {while}
18 (* FIM DO PROCESSAMENTO DOS { Fim do Processamento dos
CALCULOS.*) Calculos. }
19 | (* SAIDA DOS RESULTADOS: *) { Saida dos Resultados: }
20 | ESCREVA ‘RAIZ =, XM writeln(‘raiz = ‘,xm);
ESCREVA . . .
21 | “VALOR FUNCIONAL writeln(“valor fu_n?lona.l .
CORRESPONDENTE = *, FM correspondente = ‘,fm); readkey;
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(* FIM DA SAIDA DOS
RESULTADOS. *)

23 | FIM DO ALGORITMO BISSECAO.

22 { Fim da Saida dos Resultados. }

{ Fim do Algoritmo Bisseg¢ao.}
end.

O programa obtido pode agora ser digitado em um arquivo da ferramenta
Borland Pascal, ou de outra ferramenta, para ser compilado e executado para fins de
teste. Caso se deseje, a versao final do algoritmo (muito simples, no exemplo
apresentado) pode ser ainda mais estendida com a inclusdo de recursos mais sofisticados
(incluindo, possivelmente, a formatagao de dados e resultados).

5. Conclusdes Preliminares. Inicialmente, podemos fazer uma discussao sobre
as metodologias expostas. Nesta secdo empreendemos uma investiga¢do preliminar
sobre as caracteristicas principais da metodologia para a elaboragdao de provas (exposta
na secdo 3) e para o desenvolvimento de projetos computacionais (exposta na secao 4).

No que se refere & metodologia para a confeccdo de provas, temos vantagens e
desvantagens.

Vantagens - trata-se de uma metodologia simples que leva, sistematicamente, a
resultados padronizados e bem estruturados na maioria dos casos. Considerando essas
qualidades, podemos dizer que ela ¢ uma metodologia adequada para os fins aos quais
se destina.

Desvantagens: ela ndo ¢ uma metodologia conveniente para a confec¢do de
provas de altissimo nivel de complexidade. O desenvolvimento de algoritmos muito
complexos pode exigir uma quantidade de tempo bem superior aos cem minutos
previstos para aquelas provas que temos em vista, além, evidentemente, de técnicas
sofisticadas de engenharia de software.

Ja, no que se refere a realizagdo de projetos computacionais, neste trabalho
apresentamos uma metodologia para a constru¢do de algoritmos do Célculo Numérico
em Computadores e, além disso, para a implementacdo desses algoritmos na forma de
programas didaticos. Essa metodologia ¢ ilustrada com um exemplo de implementacao
simples do Método da Bissegdo. A conclusdo a que podemos chegar ¢ a de que, no caso
de sistemas muito simples, a metodologia leva a um bom resultado. Contudo, se os
sistemas sdo mais complexos, a metodologia proposta exige complementacdo de
recursos, notadamente no caso de haver necessidade de formatacdo de dados e de
resultados.
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PROVA 17 — Método da Secante

FOLHA DE QUESTOES:

Questao 1 (dissertativa) — Apresente o Método da Secante. Por favor, ao apresenta-lo,
diga em que situagdes esse método pode ser aplicado e o que se deve esperar como
resultado de sua utilizacdo. Sua resposta precisa ocupar, pelo menos, uma pagina. Se
desejar, ilustre a descri¢do desse método com figuras, formulas e esquemas graficos que
complementem e enriquegam o texto.

Questao 2 (numérica) — Por favor, considere a equacao
f(x) =4x° +3x -1 =0.

Tente obter uma raiz real dessa equagdo com o emprego do Método da Secante. Adote
x; =0 e x, = 1 como estimativas iniciais da raiz procurada. Faca cinco iteragdes, sempre
indicando as operagdes que vier a efetuar. Por favor, escreva um comentario sobre a
evolugdo dos calculos, e armazene os principais resultados em uma tabela com o
seguinte cabecalho:

i) X | Xiet | Xi2 | Wi | Yoot | Yie2 | | X - i |

Questiao 3 (numérica) — Por favor, use o Método da Secante para tentar obter uma raiz
real da equacdo dada a seguir:

f(x) =2x* +3x*-10=0.

Faga trés iteracOes a partir das estimativas x; = 0,5 e x, = 1,2. Analise a evolugdo do
processo iterativo, buscando indicios de convergéncia. Indique todas as operagdes
efetuadas e ndo deixe de armazenar os resultados dos calculos em uma tabela com o
cabegalho:

| Xi | Xt f(Xi) f(Xi+1) Xj+1 = Xj

No final, escreva um comentario sobre a evolucao dos calculos.

Questao 4 (algoritmo) — Por favor, escreva um algoritmo estruturado em trés blocos
funcionais (Entrada dos Dados, Processamento dos Calculos e Saida dos Resultados)
para automatizar a aplicagdo do Método da Secante no caso da determinagao de uma
raiz real da equagdo polinomial p(x) = 4x> + 3x -1 = 0.

Boa Prova!
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RESPOSTAS:

Resposta a Questdo 1 — O Método da Secante ¢ um método iterativo que se aplica
tanto as equagdes algébricas (entre estas se situam as equagdes polinomiais) quanto as
equagdes transcendentes. Ele permite determinar raizes reais, e também raizes
complexas, desses dois tipos de equacdes. Assim, dada a equagdo f(x) = 0 e duas
estimativas iniciais X; € X, de uma raiz o dessa equacdo, podem-se obter novas
aproximacoes de o com o emprego da expressao

Xi+1 = [Xi p(Xi-1) = Xi-1 p(xi)] / [ (Xi1) — p(Xi)]
em que i pode assumir os valores 1, 2, 3, ...

Sendo que a seqiiéncia de valores Xx;, X2, X3, ... pode, ou ndo, convergir para o valor da
raiz procurada, .

O processo iterativo ndo deve continuar indefinidamente. Ele precisa ser
interrompido quando se obtiver:

(a) uma boa precisdo para representar do valor da raiz o, de acordo com algum
critério de precisdo previamente estabelecido, tal como, por exemplo, o valor funcional
f(xx) < fmin, e em que fmin ¢ um valor arbitrariamente pequeno, estabelecido de acordo
com o interesse do usudrio do método e xx ¢ um valor da seqiiéncia obtida com a
aplicacdo da formula que resume o Método da Secante;

(b) um estreitamento suficiente do intervalo que contém a raiz, isto ¢, de modo
que | Xit] — Xj | < dmin, em que dmin ¢ um valor arbitrario, suficientemente pequeno, e
que relaciona-se ao objetivo da utiliza¢do pratica da raiz procurada; e

(c) uma quantidade de iteragdes que iguale o nimero maximo permitido e
previamente fixado. Por exemplo, definindo-se itmax = 100 iteragdes. Assim, impede-se
que, no caso de divergéncia, ndo se tenha um prolongamento inutil do esfor¢co de busca
de uma representagdo precisa da raiz o.

Pode-se fazer uma interpretacdo grafica do Método da Secante com uma figura
como segue:

reta
4 secante -

v

f(x)
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A deducdo da formula empregada no Método da Secante para calcularem-se as novas
estimativas da raiz o pode partir da consideracao de triangulos semelhantes:

f(x1)
f(x2)

X3 X2 X1

Base do tridngulo maior / Base do menor = Altura do maior / Altura do menor.
Isto ¢
(X1 —X3) /(X2 — x3) = f(x1) / f(X2)
Como, em uma proporg¢ao, o produto dos extremos ¢ igual ao produto dos meios, tem-se
(x1 — x3) f(x2) = (x2 — x3) f(x1)

Efetuando os produtos indicados,

[x1 f(x2) — x3 f(x2)] = [x2 f(x1) — x3f(x1)]
Isolando os termos que contém X3 no primeiro membro,

x3 f(x1) — x3 f(x2) = xp f(x1) — X1 f(Xx2)

Deixando x; em evidéncia,

x3 =[xz f(x1) — x; f(x2)] / [f(x1) — f(x2)]

Que ¢ a formula a qual desejavamos chegar.

Resposta a Questio 2 — Em cada iteragdo usaremos a formula:
X 2= (Xi Yirl = Xis1 Y)/(Yini—yi), 1=1,2,3...

sendo: y;=1{(xj) = 4% + 3xi-1,comi=1,2,3,4,5.
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i X Xi+1 Xi+2 Vi Vit Yi+2 abs(Xi+1 - Xj)
1 0 1 0,1428 -1 +6 - 0,560 1

2 0 0,1428 | 0,3245 -1 -0,560 | +0,110 0,1428
30,1428 | 0,3245 | 0,2947 | -0,560 | +0,110 | -0,0135 0,1817
40,3245 10,2947 | 0,2980 | +0,110 | - 0,0135 | - 0,0001 0,0298

51 02947 | 0,2980 | 0,2970 | - 0,0135 | - 0,0001 | - 0,0042 0,0033

Linhai=1:

Tem-se x; =0,
com y; = f(x1) = f(0) = 4(0)’ +3(0) — 1 = I; ¢
Xy = 1,

com y,= f(x,) = f(1) =4(1)* +3(1) - 1 =6.

Calculo de x3:
X3=(X2y1 — X1 Y2)/(y1—Yy2)
x3=[(D)(-1) - O)OV[(-D—-(6)]=-1/-7
x 3=0,1428

Célculo de ys:
ys = f(x3) = 1(0,1428) = 4(0,1428)3 +3(0,1428) -1
y3 = - 0,560

Célculo do intervalo que contém a raiz:
|x2—xi | =]1-0]|=1

Linhai=2:

Tem-se x,=0,comy,=1;¢e
x3=0,1428, com y3 =- 0,560

Calculo de x4:
X4= (X3 y2 — X2 ¥3)/(Y2— ¥3)
x4=[(0,1428)(- 1) — (0)(0,560)]/[(- 1) — (0,560)]
x4=0,3245

Calculo de yq4:
ya = f(x4) = (0,3245) = 4(0,3245)3 +3(0,3245) -1
ys= 0,1102

Calculo do intervalo que contém a raiz:
| x5 —x2| = 0,1428 -0]=0,1428

Linhai=3:

Tem-se x3=0,1428, com y3=- 0,560; e
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x4 = 0,3245, com y4 =0,1102.
Calculo de xs:
Xs= (X4 y3 — X3 y4)/(y3—y4)
xs= [(0,3245)(- 0,5601) — (0,1428)(0,1102)]/[(-0,560) — (0,1102)]
x5=-0,1974/- 0,67
x5=0,2947

Calculo de ys:
ys = f(xs) = f(0,2947) = 4(0,2947)" + 3(0,2947) -1
ys =-0,01352

Célculo do intervalo que contém a raiz:
| xa—x3| = [0,3245-0,1428 |=0,1817

Linhai=4:

Tem-se x4= 0,3245, com ys= 0,1102; e
X5 =0,2947, comys =-0,01352.

Calculo de x¢:
X6= (X5 Ya— X4 y5)/(Ya—Ys)
x6= [(0,2947)(0,1102) — (0,3245)(- 0,01352))/[(0,1102) — (- 0,01352)]
x6= 0,03680/0,1235
X¢ = 0,2980

Calculo de ye:
ye = f(x6) = 1(0,2980) = 4(0,2980)3 +3(0,2980) -1
ys =-0,0001456

Calculo do intervalo que contém a raiz:
| xs — x4 | = 10,2947 —0,3245 | = 0,0298

Linhai=S5:

Tem-se xs= 0,2947, com ys=-0,0135; ¢
x6 = 0,2980, com ys = - 0,000146.

Calculo de x4:
X7= (X6 Y5 — X5 Y6)/(Y5— ¥6)
x7= [(0,2980)(- 0,0135) — (0,2947)(- 0,000146)]/[(- 0,0135) — (- 0,000146)]
x7=-0,00398 /-0,0134
x7=10,2970

Célculo de y7:

y7 = f(x7) = £{0,2970) = 4(0,2970) + 3(0,2970) -1
y7 = - 0,00421
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Célculo do intervalo que contém a raiz:

| x6—xs | = |0,2980 —0,2947 | = 0,0033

Comentario: o processo iterativo resultante da aplicagdo do Método da Secante
apresenta uma seqiiéncia de valores que se aproxima cada vez mais da raiz procurada. A
melhor representacdo obtida para essa raiz ¢ 0,2980.

Resposta a Questio 3 — Nesta questdo, tem-se f(x) = 2x* + 3x* — 10. As estimativas
iniciais da raiz procurada, o, sdo: x; =0,5 e x, = 1,2.

i=1:

X1 = 0,5
f(x)) = 2(0,5)* + 3(0,5)* -10 = -9,125

X2 = 1,2
f(x2) = 2(1,2)* + 3(1,2)* -10 = -1,5328

X2—X1 = 1,2—0,5 = 0,7

xp = 1,2; f(x,) = -1,5328

x3 = [X2f(x1) — x1f(X2) )/[f(x1) — f(X2)]

x3=[(1,2)(-9,125) — (0,5) (-1,5328)]/[(-9,125) — (-1,5328)]
x3=1,34

f(3X3) = 2(1,34)4 + 3(1,34)2 -10=1,87

x3—X2=1,34-1,2=0,14.

x3 = 1,34; f(x3) = 1,87

X4= [X3f(X2) — Xzf(X3)]/ [f(XZ) - f(X3)]
x4=[(1,34)(-2,5328) — (1,2)(1,34)]/[(-1,5328) — (1,87)]
x4 =1,26

f(4X4) = 2(1,26)4 + 3(1,26)2 -10=-0,123

X4—X3 = 1,26 - 1,34 = -0,08.

x4 = 1,26; f(x4) = -0,123

Xs = [x4f(x3) — x31(x4) J/[f(x3) — f(X4)]
xs=[(1,26)(1,87) — (1,34)(-0,123)}/[(1,87) — (-0,123)]
Xs = 1,2679

f(xs) = 2(1,2679)* + 3(1,2679)* -10 = -8,72*107

Xs—X4=1,2679 - 1,26 = 0,0079.
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Resumindo, em uma tabela, os calculos efetuados:

i x Xi+1 f(xi) f(Xi+1) Xi+1 -Xi
1/05 (1,2 -9,125 | -1,5328 +0,7
2|1,2 | 1,34 -1,5328 | 1,87 +0,14
311,34 1,26 1,87 -0,123 -0,08
411,26 |1,2679 | -0,123 | -8,72%* 107 +0,0079

Comentario: neste caso de aplicagdo do Método da Secante, observa-se que o processo
iterativo produz uma seqiiéncia de valores que € convergente para a raiz o da equagao
dada. Essa convergéncia fica evidente quando se considera que a diferenca xi; - X;
diminui progressivamente, em valor absoluto, a cada iteracdo. Apds realizar-se o
processo pode-se apresentar:

a = 1,2679 com f(1,2679) = -8,72*10°.

Resposta a Questido 4 — O algoritmo pode ser visualizado, em altissimo nivel de
abstracdo, como uma caixa preta identificada com a denominagdo Secante. Tal caixa
tem duas aberturas: na primeira, a da esquerda, da-se a entrada dos dados; e na segunda,
a da direita, a saida dos resultados.

Dados Resultados
Secante

v

) fx)=... ) )
X1, X1, 1tmax, raiz e/ou comentario
dmin

Neste caso, os dados sdo: as estimativas iniciais da raiz (varidveis x; € X,), a
quantidade méxima de iteragdes permitidas (varidvel itmax) e o desvio maximo
permitido (variavel dmin) que deve ser um valor pequeno, para assegurar a apresentacao
de um valor preciso da raiz ao final das iteragdes.

A execugdo do algoritmo precisa fornecer um valor que represente a raiz com
precisdo (variavel raiz) no caso em que o processo iterativo produza uma seqiiéncia de
valores convergente. De qualquer modo, mesmo que ndo se verifique a convergéncia,
um comentario sobre a qualidade do resultado pode ser impresso.

Deve-se prever a defini¢do da funcado f(x).
O esquema grafico da caixa preta corresponde a um trecho escrito em

pseudolinguagem de programagdo que ja considera os tipos das varidveis mencionadas e
de outras varidveis: IT para a contagem de iteragdes; X1 e X2 para guardar as
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aproximacdes obtidas em duas iteragdes sucessivas; e D, para guardar o valor da
diferenca entre duas aproximacgdes, calculado a cada iteragdo.

ALGORITMO SECANTE
INTEIRO IT, ITMAX
REAL X1, X2, D, DMIN
FX)=...

INICIO

FIM DO ALGORITMO SECANTE

Segunda etapa: abre-se a caixa preta para visualizar sua composi¢ao interna. As
caixas pretas Entrada dos Dados, Processamento dos Calculos e Saida dos Resultados,
agora visiveis, definem as principais partes (cada parte com sua funcionalidade
especifica) do algoritmo que se estd construindo.

i SECANTE | Resul-
Dados i - ' tados
i | ENTRADA PROCES- SAIDA |
' | DOS SAMENTO DOS : R
| DADOS DOS RESUL- | g
X1, X2, ! CALCULOS TADOS i
ITMAX, . RAIZ
DMIN : F(X) = ((4*X + 0)*X +3)*X - 1 | elou
o comen-
tario

A Entrada dos Dados pode, entdo, ser detalhada, assim como o Processamento
dos Calculos e a Saida dos Resultados. Os tipos das novas variaveis sdo declarados. O
algoritmo toma a seguinte fei¢ao:

ALGORITMO SECANTE

(* CALCULA UMA RAIZ REAL DE UMA EQUACAO ALGEBRICA
OU TRANSCENDENTE PELO METODO DA SECANTE. *)

REAL X1, X2,X3,Y1,Y2,Y3
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REAL DIF, DIFMIN
INTEIRO I, IMAX
F(X) = (4*X + 0)*X + 3)*X - 1

INICIO

(* ENTRADA DOS DADOS: *)
LEIA X1, X2, IMAX, DIFMIN
(* FIM DA ENTRADA DOS DADOS. *)

(* PROCESSAMENTO DOS CALCULOS: *)
I=1; DIF = 100
ENQUANTO ((I MENOR IMAX) E (DIF MAIOR DIFMIN)) FACA
Y1=F(X1); Y2 =F(X2)
X3 = (X1*Y2 - X2*Y1)/(Y2 - Y1)
(* CALCULO DO DESVIO: *)
DIF = ABS(X2 — X1)
(* FIM DO CALCULO DO DESVIO: *)
SE (ABS(Y2) MENOR ABS(Y1) ENTAO
X1=X2
FIM SE
X2 =X3
(* INCREMENTO DO CONTADOR DE ITERACOES: *)
[=1+1
(* FIM DO INCREMENTO DO CONTADOR DE ITERACOES: *)
FIM ENQUANTO
(* FIM DO PROCESSAMENTO DOS CALCULOS. *)

(* SAIDA DOS RESULTADOS: *)
SE (DIF MENOR OU IGUAL DIFMIN) ENTAO
ESCREVA ‘PRECISAO OBTIDA’
ESCREVA ‘RAIZ = ¢, X3
FIM SE
SE (DIF MAIOR DIFMIN) ENTAO
ESCREVA ‘PRECISAO NAO OBTIDA’
FIM SE
(* FIM DA SAIDA DOS RESULTADOS. *)

FIM DO ALGORITMO SECANTE.
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PROVA 18 — Método Quase-Newton

FOLHA DE QUESTOES:

Questao 1 (dissertativa) — Por favor, considere a resolucdo numérica de
Sistemas de Equagoes Ndo-Lineares. Apresente um Método Quase-Newton adequado a
resolucdo desse tipo de sistema. Compare as caracteristicas desse método com as do
Me¢étodo de Newton. Nao deixe de escrever, pelo menos, uma pagina. Se achar
conveniente, use formulas, graficos e tabelas para ilustrar a sua exposicao.

Questiao 2 (numérica) — Use um Método Quase-Newton para tentar resolver o
sistema dado a seguir:

x+2y—-2,1=0
3x*+y-6,9=0

Adote x =y = 0,5 como estimativa inicial da solu¢do do sistema. Faga duas iteragdes,
indicando sempre todas as operagdes efetuadas. Para apresentar os resultados
organizadamente, preencha uma tabela com o cabecalho:

Li | xi | yi | desvio; = abs(xi:1 - xi) + abs(yi1 - i) |

Por favor, no final, escreva um comentario que avalie a evolug¢ao do processo iterativo.

Questao 3 (numérica) — Tente resolver o sistema de equagdes nao lineares dado
abaixo com a aplica¢do de um Método Quase Newton:

F(x,y)=2x-2y-2,1=0
G(x,y)=x +3y*-6,9=0

Adote x =y = 0,5 como estimativa inicial da solu¢do do sistema. Faga trés
iteracdes. Preencha uma tabela que apresente os resultados organizadamente. Por favor,
nao deixe de escrever um comentario que avalie o processo iterativo.

Questao 4 (algoritmo) — Por favor, construa um algoritmo estruturado em trés
blocos funcionais de instru¢cdes (Entrada dos Dados, Processamento dos Calculos e
Saida dos Resultados) que permita a aplicagdo de um Método Quase-Newton no caso da
resolugdo do sistema de equacdes nao lineares dado a seguir:

Fx,y)=x+2y-1,9=0

G(x,y)=3x>+y*~7,11=0

Boa Prova!
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RESPOSTAS:

Resposta a Questao 1 — Para os sistemas de equacdes ndo lineares, ndo existem
métodos analiticos gerais de solugdo, isto ¢, métodos analiticos que se apliquem a todo e
qualquer desses sistemas. Por esse motivo, em muitos casos, a resolugdo de tais
sistemas precisa ser efetuada com o emprego de um método numérico. Mesmo que se
trate de um tipo particular de sistema ndo linear para o qual tenha sido desenvolvido um
método analitico, ainda assim pode ser conveniente a utilizacdo de um método
numérico. Esse ¢ o caso, por exemplo, em que se dispde de uma eficiente
implementagdo computacional de tal método.

Esses fatos ilustram bem a importancia da aplicagdo de métodos numéricos no
contexto de sistemas de equagdes ndo lineares e justificam o seu estudo. Ainda mais que
sabemos que esse tipo de sistema ocorre com muita freqiiéncia na modelagem
matematica de muitos fendmenos estudados nas diversas ciéncias exatas e na
tecnologia.

Para resolver numericamente um sistema de equag¢des ndo lineares pode-se
langar mao, por exemplo, do Método de Newton e de métodos denominados Quase
Newton.

No caso do Método de Newton, as formulas a utilizar iterativamente podem ser
obtidas realizando-se uma analogia com o Método de Newton-Raphson, que ¢
empregado na resolugdo de equagdes algébricas e transcendentes isoladas. Agora,
trabalha-se com matrizes e, em vez de uma derivada total, tem-se uma matriz de
derivadas parciais: a jacobiana do sistema.

Assim, dado o sistema de equag¢des ndo lineares, F(X) = 0, em uma notagdo
vetorial; e uma estimativa preliminar da solucdo, X;; em cada iteragcdo resolve-se o
sistema linear

em que J ¢ a matriz jacobiana calculada para essa iteracdo, ¢ F ¢ o vetor dos valores
funcionais calculados com a ultima estimativa. O vetor D tem como seus elementos as
incognitas do sistema linear. Ele representa a correcdo que se deve aplicar a estimativa
obtida na iterag¢@o anterior para se obter a nova estimativa:

Xis1 = Xi + D;

O processo iterativo resultante da aplicagdo do Método de Newton pode
apresentar uma seqiiéncia de valores que se aproxima mais ou menos rapidamente da
solucdo exata. Nesses casos, diz-se que ha convergéncia. Em alguns casos, entretanto, a
seqliéncia nao ¢ convergente. Convém, entdo, reescrever o sistema ou adotar uma
estimativa inicial mais proxima da solugdo exata. Ou empregar outro método.

Os métodos numéricos ditos Quase Newton assemelham-se ao Método de

Newton. Um desses métodos calcula a jacobiana uma tnica vez e a emprega em todas
as iteragdes. Outra variante adapta a formula do Método de Newton-Raphson de modo
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que, em lugar da derivada total, emprega a derivada parcial. Por exemplo, dado o
sistema de equagdes ndo lineares:

Fix,y)=x+2y—-1,9=0

Fa(x,y)=3x>+y* -7,11=0

em cada iteragdo (i =1, 2, 3...) faz-se o célculo de nova estimativa:

Xi+1 = Xi — F1(x;, yi)/DXF(xi, yi)
yi+1 = ¥i — Fa(Xi, ¥i)/DYFa(Xi, yi)

Nessas expressoes, DXF(x;, yi) representa a derivada parcial de Fi(x, y) em

relacdo a x, calculada para x = Xj ¢ y = yj; e, de modo semelhante, DYF,(xi, yi)
corresponde a derivada parcial de Fx(x, y) em relacdo a y, calculada parax =x;e y =yi.

Resposta a Questio 2 — Nessa questdo, tem-se
fix,y)=x+2y-2,1=0
{ g(x,y)=3x2+y2—6,920
Assim, 0f/0x = 1; e 0g/0y = 2y
Primeira iteracdo (1= 1).
Tem-se a estimativa inicial: x; =y; = 0,5; deseja-se obter x; € y».

Xy =X — (X1, y1) / 0f/0x calculada parax =x; ey =y,
y2=y1 — g(x1, y1)/ 0g/0y calculada parax =x; ey =y,

x=0,5 —[0,5+2(0,5)—2,1]/[1]1=0,5-0,5-1+2,1=1,1
2= 095 - [3(095)2 + (095)2 - 659] / [2(095)] = 055 - ['539] / [1] = 674

desvio; = [1,1-0,5| + |6,4-0,5]| =6,5
Segunda iteragdo (1= 12).
Tem-se a estimativa: x, = 1,1 e y, = 6,4; deseja-se obter x; € y3.

X3= X — f(Xa, y2) / 0f/0x calculada parax =x, e y =y»
y3=Yy2 — g(X2, y2) / 0g/0y calculada parax =x;, ey =y»

x3=1,1-[1,1 +2(6,4)-2,11/[1]=1,1-1,1-12,8 +2,1 =-10,7
yi= 6,4 — [3(1,1)* + (6,4)* — 6,91 / [2(6,4)] = 6,4 — [37,69] / [12,8] = 3,455

desvio, = |-10,7— 1,1 + | 3,455 - 6,4| = 14,745
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desvio; =
i Xi Vi | (Xi+1 - Xj) | + | (Yit1 -yi) |

1/05 |05 6,5
2/ 1,1 |64 14,745
3-10,7] 3,455 -

Comentario: o aumento do desvio da primeira iteragdo para a segunda (de 6,5
para 14,745) indica divergéncia. Nesse caso, torna-se conveniente adotar outra
estimativa inicial, ou reescrever as formulas empregadas ou, ainda, buscar outro método
para resolver o sistema dado.

Resposta a Questio 3 — Tem-se o sistema nao linear:

F(x,y)=2x-2y-2,1=0
G(x,y)=x +3y*-6,9=0

e x =y = 0,5 como estimativa inicial da solugdo. As derivadas parciais das fungdes
envolvidas que interessam ao Método Quase Newton sdo: OF/0x = 2; e 0G/0y = 6y.

Primeira iteracdo (1= 1).
Tem-se a estimativa inicial: x; =y; = 0,5; deseja-se obter x; e y».
Xy =X — {F(x, y1) / OF/0x calculada parax =x; e y =y}
y2=y1 — {G(x1, y1) / 0G/0y calculada parax =x; ey =y}
x2=0,5 — {[2(0,5) - 2(0,5)-2,11/[2]} =0,5 - {[-2,1]/[2]} = 1,55
y2=0,5— {[(0,5)3 + 3(0,5)2 -6,9]/16(0,5)]} =0,5— {[-6,025] / [3]} = 2,508
desvio; = | 1,55-0,5| + 2,508 - 0,5| = 1,05 + 2,008 = 3,058

Segunda iteragdo (1= 12).
Tem-se a estimativa: x, = 1,55 e y, = 2,508; deseja-se obter x3 € ys.
x3= Xz — {F(X2, y2) / OF/0x calculada parax =xx e y = y2}
y3=Yy2 — {G(X2, y2) / 0G/0y calculada parax =x; e y = y»}
x3= 1,55 - {[2(1,55) - 2(2,508) — 2,11/ [2]} = 1,55 — {[- 4,016] / [2]} = 3,558
y3=2,508 — {[ (1,55)’ + 3(2,508)* — 6,9] / [6(2,508)]} =
y3=2,508 — {[15,69]/[15,048]} = 1,465
desvio, = [ 3,558 —1,55| + [ 2,508 — 1,465 | =2,008 + 1,043 = 3,051

Terceira iteragdo (1= 3).
Tem-se a estimativa: x3 = 3,558 e y3 = 1,465; deseja-se obter x4 € ya.
x4=X3 — {F(X3, y3) / OF/0x calculada para x =x3 e y = y3}
yva=y3 — {G(X3, y3) / 0G/0y calculada para x =x3 e y = y3}
X4= 3,558 — {[2(3,558) — 2(1,465) — 2,11/ [2]}
x4=3,558 — {[- 4,016] / [2]} = 5,566
ya= 1,465 — {[(3,558)" + 3(1,465)* — 6,9] / [6(1,465)]}
ya = 1,465 — {[44,58] / [8,79]}=— 3,607
desvios = | 5,566 — 3,558 | + | 3,607 — 1,465 =2,008 + 5,072 = 7,080
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desvio; =

i Xj Vi | (Xi+1 - Xi) | + | (Yi+1 - ¥i) |
1]0,5 0,5 3,058

21,55 |2,508 3,051

33,558 | 1,465 7,080

4 |5,566 | —3,607 -

Comentario: como se pode observar na tabela, embora tenha havido uma
pequena diminuicao do desvio da primeira para a segunda iteragdo, de 3,058 para 3,051,
em seguida o desvio aumentou consideravelmente, de 3,051 para 7,080. Pode-se
interpretar esse fato como uma oscilagdo que ndo garante que haja convergéncia na
seqiiéncia dos valores que constituem as estimativas da solu¢c@o do sistema. Nesse caso,
pode ser conveniente realizarem-se mais iteracdes para verificar como o processo

iterativo passa se comporta.

Resposta a Questido 4 — Constroi-se um algoritmo estruturado para aplicar o Método

Quase Newton ao sistema dado no enunciado da questdo:

O algoritmo pode, inicialmente, ser representado por uma caixa preta
identificada como QUASE NEWTON. Ela dispde de duas aberturas de cada lado. Na

F(x,y)=x+2y-19=0

G(x,y)=3x>+y*-7,11=0

da esquerda, da-se a entrada dos dados. E na da direita, a saida dos resultados:

Dados

X1, Y1, itmax,
dminn

Esse esquema grafico inicial corresponde a um esboco do algoritmo escrito em
pseudolinguagem de programacdo. Tal esquema contempla ja os tipos das varidveis

mencionadas:

»
»

QUASE_NEWTON

Resultados

Solugao do
sistema



ALGORITMO QUASE_NEWTON

REAL  X(100), Y(100), D(100), DMIN
INTEIRO IT, ITMAX
F(X, Y) = X+2*Y-1.9; G(X, Y) = 3*X*X+Y*Y-7.11

DFX(X, Y) = 1; DGY(X, Y) = 2*Y

INICIO

FIM DO ALGORITMO QUASE NEWTON.

Abrindo-se a caixa preta para visualizacdo de sua composicdo interna,
distinguem-se as trés caixas que correspondem aos blocos de instrugdes com as
principais funcionalidades de um algoritmo numérico. As caixas pretas sdo: Entrada
dos Dados, Processamento dos Cadlculos e Saida dos Resultados.

QUASE NEWTON

SAIDA
DOS
RESUL-
TADOS

Dados
ENTRADA PROCES-
. DOS SAMENTO
"DADOS DOS
X(1) CALCULOS
Y(1)
ITMAX F(X,Y)=X+2*¥Y-1.9
DMIN G(X,Y)=3*X*X+Y*Y-7.11

DFX(X, Y)=1
DGY(X, Y) = 2*Y

Em seguida, detalhando cada um dos trés blocos de instrugdes:

ALGORITMO QUASE_NEWTON

(* ESTE ALGORITMO RESOLVE UM SISTEMA NAO

LINEAR DE DUAS EQUACOES PELO METODO

QUASE-NEWTON. *)
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REAL X(100), Y(100), D(100), DMIN
INTEIRO IT, ITMAX

F(X, Y) = X+2*Y-1.9

G(X,Y) = 3*X*X+Y*Y-7.11
DFX(X,Y) =1

DGY(X, Y) = 2*Y

INICIO

(* ENTRADA DOS DADOS: *)
LEIA X(1), Y(1), ITMAX, DMIN
(* FIM DA ENTRADA DOS DADOS. *)

(* PROCESSAMENTO DOS CALCULOS: *)
IT=1; D(1)= 100
ENQUANTO ((IT MENOR ITMAX) E (D(IT) MAIOR DMIN)) FACA
X(IT+1) = X(IT) — (F(XT), Y(IT)) / DEX(X(IT, Y(IT)))
Y(IT+1) =Y(T) - (G(XAT), Y(IT)) / DGY(X(IT, Y(IT)))
D(IT+1) = ABS(X(IT+1) — X(IT)) + ABS(Y(IT+1) -Y(IT))
IT=IT+1
FIM ENQUANTO
(* FIM DO PROCESSAMENTO DOS CALCULOS. ¥)

(* SAIDA DOS RESULTADOS: *)
SE (D(IT) MENOR OU IGUAL DMIN) ENTAO
ESCREVA ‘O PROCESSO RESULTOU EM CONVERGENCIA’
ESCREVA ‘VALORES APROXIMADOS:’
ESCREVA ‘X =, X(IT),”Y =",Y(IT),’DESVIO =*,D(IT)
FIM SE
SE (D(IT) MAIOR DMIN) ENTAO
ESCREVA ‘NAO SE OBTEVE RESULTADO PRECISO’
FIM SE
(* FIM DA SAIDA DOS RESULTADOS.*)

FIM DO ALGORITMO QUASE_NEWTON.
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PROVA 19 —Introducao ao Ajustamento de Curvas

FOLHA DE QUESTOES:

Questao 1 (dissertativa) — Apresente o problema do ajustamento de curvas. Diga como
esse problema pode ser resolvido com o Método dos Minimos Quadrados. Por favor,
ocupe pelo menos uma pagina.

Questdo 2 (numérica) — Use o Método dos Minimos Quadrados para ajustar uma reta
aos dados tabelados apresentados a seguir. Por favor, estenda a tabela dada para o
calculo dos somatdrios. Indique todas as operacdes efetuadas.

x/00/10]05]03[03]0,5]0,7]0,8
y|51[55/51]53]152]50]54]55

Questio 3 (numérica) — Empregue o Método dos Minimos Quadrados para ajustar uma
parabola aos dados da tabela apresentada a seguir. Estenda essa tabela para o calculo
dos somatdrios. Por favor, indique todas as operacdes efetuadas.

x/00]1,0]05/03[03]0,5]0,7]0,8
y[51[55]51]53]52[50[54]5,5

Questao 4 (algoritmo) — Construa um algoritmo para ler ¢ imprimir uma tabela de
valores (X, yi), 1= 1, n..

Boa Prova!
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RESPOSTAS:

Resposta a Questao 1 — O problema do ajustamento de uma curva f(x) a um conjunto
de m pares de dados (x;, yi), 1=1, 2, 3,...m, consiste em determinar a fun¢ao f(x), de um
tipo previamente escolhido (uma fun¢ao polinomial, por exemplo) que traduz, de modo
suficientemente bom, a tendéncia revelada pela disposi¢do dos pontos (X, yi), 1 = 1, 2,
3,...m, que representam graficamente tais pares de dados.

Essa tendéncia pode ser observada convenientemente ao se marcar os pontos em
uma folha de papel. Ela pode ser crescente, decrescente, estdvel, pode crescer
aceleradamente ou decrescer aceleradamente, apresentar sinuosidade e assim por diante.
Cabe ao observador do comportamento dos dados escolher um tipo de curva
(polinomial, exponencial, logaritmica,...) para ajustar aos pontos.

O ajuste de curvas pode ser realizado a mao, com o emprego de recursos
graficos. Entretanto, ¢ mais adequado, muitas vezes, obter uma solu¢do numérica. Tal
solugdo deve resultar em uma expressao algébrica associada a curva de ajustamento.

Assim, no caso de se desejar ajustar uma reta, entdo p(x) = a; + axx e tem-se que
determinar o valor de a; e de a;, que sdo os dois coeficientes do polindmio do primeiro
grau que correspondem a reta. No caso de se ajustar uma parabola, ¢ preciso determinar
os trés coeficientes a;, a; € a3 de p(x) =a; + a, x + a3 x2.

Uma teoria muito empregada em situagdes praticas, € que orienta o
procedimento para a defini¢do de tais expressdes algébricas no ajustamento de curvas, ¢
a do Método dos Minimos Quadrados. A idéia basica dessa teoria € a de que, uma vez
escolhido o tipo que essa curva deve ter (por exemplo, uma reta), a melhor curva de
ajustamento, p(x), devera resultar no minimo da soma dos quadrados dos desvios. Isso
quer dizer que qualquer outra reta que viesse a ser escolhida resultaria em um valor
maior para a soma dos quadrados dos desvios.

De acordo com essa concepgao, e considerando como desvio a diferenca

desvio; = [yi — p(xi)]

em que y; ¢ uma ordenada de um par de dados (xj, yi), 1 =1, 2, 3,...m, e p(x;) € o valor
do polindmio de ajustamento

p(x)=a;+a; x+..+a, x4 A1 X
calculado para o valor da abscissa x; correspondente aquela ordenada yj;.
L2 2
[desvioi]” = [yi — p(xi)]
A consideragao do ponto de minimo da funcao
2 .
Q(ala a, as, ..., an+1) = Z [yl _p(Xi)] » 1= 15 2, 3am
denominada soma dos quadrados dos desvios, cujos argumentos sdo os n+1 coeficientes
aj, az, a3, ... ay+1 de um polindmio de ajustamento p(x) de grau n, conduz as derivadas
parciais dessa fun¢do (funcao Q) em relagdo a cada um dos argumentos.

No ponto de minimo de Q, todas essas derivadas parciais sdo nulas.

0Q/0a; =0, i=1,2,3,..nt+1
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Tais equacdes, consideradas simultaneamente, constituem um sistema de n+1
equacdes lineares com n+1 incognitas. A resolucdo desse sistema permite obter os
valores dos n+1 coeficientes: aj, a, a3, ..., ay+; do polindmio de ajustamento p(x).

Como se vé, os coeficientes sdo obtidos pela resolugdo de um sistema de
equagdes lineares. Tem-se que resolver um sistema de duas equacdes e duas incognitas
para o caso da reta, um sistema de trés equagdes e trés incognitas para o caso da
parébola, e assim por diante.

O Método dos Minimos Quadrados pode ser estendido de maneira a permitir que
outros tipos de curvas, além de polindmios, possam vir a ser utilizados em casos de
ajustamento. Vérios livros de Célculo Numérico, assim como livros de tabelas e
formulas matematicas trazem listas de fungdes que podem ser utilizadas para o
ajustamento com o Método dos Minimos Quadrados.

Resposta a Questao 2 — Sio dados oito pares (xj, yi), 1 =1, 2, 3, ... 8 que representam
oito pontos aos quais precisamos ajustar uma reta: p(x) = a; + a, x. Os coeficientes a; e
a, da reta de ajustamento podem ser obtidos ao se resolver o sistema de equagdes
lineares:

n > X a Y Vi
< b =< > i=1,2,3,..,8

Z X Z X12 a Z YiXi

Calculo dos somatorios:

i x|y [ x| xy
100]5,1 0,0 |00

2 1,055 1,0 |5,5
3105]5,1 0,251 2,55
4 103153 |0,09|1,59
5103(52 |0,09]1,56
6 10,550 02525
7107154 (049 3,78
8 10855 |0,64|44
> | 4,1 42,1 2,81 21,88

De modo que o sistema linear pode ser escrito como:
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41

41

2,81

a1

a

42,1

21,88

Resolugdo do sistema linear pela Regra de Cramer:

Determinante principal da matriz dos coeficientes:

det=(8)(2,81) — (4,1)(4,1) = 5,67

Primeiro determinante caracteristico:
detl = (42,1)(2,81) — (4,1)(21,88) = 28,593

Segundo determinante caracteristico:
det2 = (8)(21,88) — (42,1)(4,1) =2,43

al = detl/det = 28,593/5,67 = 5,043
a2 = det2/det = 2,43/5,67 = 0,429

Donde a reta de ajustamento: p(x) = 5,043 + 0,429 x, cuja utilizagdo conduz a tabela:

Xk

pP(xx)

0,0

0,429

0,3

1,942

0,5

2,951

0,7

3,959

0,8

4,463

N IS IS

1,0

5,472

Resposta a Questao 3 — Nesta outra questao, pede-se para ajustar uma parabola:
p(x)zalJraszran2
a um conjunto de oito pontos. A determinacdo dos trés coeficientes a;, a; € as da
parabola envolve a resolu¢do de um sistema de trés equagdes lineares com trés
incognitas.
na; +adx tadx2 = >y

anx tayx2 +azyxd= Yxy

anyx2+axd +a)xt = Yx¥y
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em que n representa a quantidade de pontos (no presente caso, oito) e o indice i, que faz
variar os valores de X; e y; nos somatoérios ¢ tal que i = 1, 2, 3, ...,n. Célculo dos
somatorios:

2 3 4 2
Xj Yi Xj XiYi Xj Xj Xi Yi

e

0,051 10,0 [0,0 0,0 0,0 0,0
1,055 [ 1,0 |55 1,0 1,0 5,5
0,551 10,252,555 |0,125|0,0625 | 1,275
0,353 10,09]|1,59 |0,0270,0081 | 0,477
0,352 [0,09|1,56 |0,027 | 0,0081 | 0,468
0,5/50 1025]2,5 0,125 10,0625 | 0,125
0,754 1049 3,78 |0,343 | 0,2401 | 2,6446
0,855 10,6444 0,512 ] 0,4096 | 3,52

M [0 | |[& W] =

4,1 | 42,1 | 2,81 | 21,88 | 2,159 | 1,7909 | 14,0096

De modo que se tem o seguinte sistema de equagdes lineares:

naj+xaztyx’az=yy —8a; +4,1a, +28la; =42,
< dxa;+) Xax+ Y x3az=>xy —»4,1a;+281a; +2,159a; =21,88

S x2ar+ 3 x¥ax+ Y x4az= Xy — 2,81a1+ 2,159 a, + 1,7909 a3 = 14,0096

Em que n = 8 ¢ a quantidade de pontos,ei=1, 2,3, ..., 8.
Resolvendo o sistema com o auxilio da Regra de Cramer, calculamos o
determinante principal, det, da matriz dos coeficientes e os determinantes

caracteristicos: detl; det2; e det3, correspondentes a cada incognita:

Determinante principal: det =

8 4,1 2,81
4,1 2,81 |2,159
2,81 12,159 | 1,7909

det = (8)(2,81)(1,7909) + (4,1)(2,159)(2,81) + (2,81)(2,159)(4,1)
— (2,81)(2,81)(2,81) — (2,159)(2,159)(8) — (1,7909)(4,1)(4,1)

det=90,00711 — 89,583318
det =0,423792

Primeiro determinante caracteristico: detl =

195



42,1 4,1 2,81
21,88 2,81 |2,159
14,0096 | 2,159 | 1,7909

detl = (42,1)(2,81)(1,7909) + (4,1)(2,159)(14,0096) + (2,81)(2,159)(21,88)
— (2,81)(2,81)(14,0096) — (2,159)(2,159)(42,1) — (1,7909)(21,88)(4,1)

detl = (211,865) + (124,012) + (132,741) — (110,621) — (196,240) — (160,658)
detl = 468,618 — 467,519
detl = 1,0099

Segundo determinante caracteristico: det2 =

8 42,1 2,81
4,1 | 21,88 2,159
2,81 | 14,0096 | 1,7909

det2 = (8)(21,88)(1,7909) + (42,1)(2,159)(2,81) + (2,81)(14,0096)(4,1)
—(2,81)(21,88)(2,81) — (2,159)(14,0096)(8) — (1,7909)(4,1)(42,1)

det2 = (313,479) + (118,362) + (161,405) — (172,767) — (241,974) — (309,127)
det2 = (593,245) — (481,894)
det2 = 111,351

Terceiro determinante caracteristico: det3 =

8 4,1 42,1
4,1 12,81 |21,88
2,81 | 2,159 | 14,0096

det3 = (8)(2,81)( 14,0096) + (4,1)(21,88)(2,81) + (42,1)(2,159)(4,1)
— (42,1)(2,81)(2,81) — (21,88)(2,159)(8) — (14,0096)(4,1)(4,1)

det3 = (314,935) +(252,079) + (372,664) — (332,426) — (377,911) — (235,501)
det3 = 939,678 — 945,836
det3 =-6,158

Calculo dos coeficientes da parabola:

a; = detl/det = 1,0099/0,423792 = 2,3830

ar = det2/det =111,351/0,423792 = 262,75
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a3 = det3/det =— 6,158/0,423792 = — 14,531
Conclusdo: a parabola de ajustamento ¢é

p(x) =2,3830 + 262,75 x — 14,531 x*

Resposta a Questiao 4 — Construiremos um algoritmo para:

(1) na Entrada de Dados ler n, a quantidade de pontos, ¢ as coordenadas [Xx;, yi]
desses pontos;

(2) no Processamento dos Calculos, ndo ha calculos a realizar; e

(3) na Saida dos Resultados, imprimir os valores das coordenadas lidas.

O algoritmo pode, inicialmente, e no nivel mais alto de abstracdo, ser
representado por uma caixa preta identificada como TABELA. A caixa tem duas
aberturas de cada lado: na da esquerda, da-se a entrada dos dados; e na da direita, a
saida dos resultados:

Dados Resultados
- TABELA .
n, Xj, Yi n, Xj, Yi
i=1,2,...n orn

Esse esquema grafico inicial corresponde a um trecho escrito em
pseudolinguagem de programacdo. Tal esquema contempla ja os tipos das varidveis
mencionadas:

ALGORITMO TABELA
INTEIRO I, N
REAL X(50), Y(50)
INiCIO

FIM DO ALGORITMO TABELA.

Em uma segunda etapa, agora abrindo-se a caixa preta para visualizagdo de sua
composicdo interna, distinguem-se as caixas que correspondem as principais
funcionalidades de um algoritmo numérico. As caixas pretas Entrada dos Dados,
Processamento dos Calculos e Saida dos Resultados.
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| TABELA | Resul-

: i tados
Dados i | ENTRADA PROCES- SAIDA | |

! | DOS SAMENTO DOS !

\y| DADOS DOS RESUL- [T

: CALCULOS TADOS | ! N,
x| X,
X, YD)
YD) o LI1=1,2,
b N
2,
N

A Entrada dos Dados pode ser detalhada como segue:

(* ENTRADA DOS DADOS: *)
LEIA N
PARA (I DE 1 ATE N) FACA
LEIA X(I), Y(I)
FIM PARA
(* FIM DA ENTRADA DOS DADOS. *)

No Processamento dos Calculos, ndo ha contas a fazer:

(* PROCESSAMENTO DOS CALCULOS: *)
(* NAO HA CONTAS A FAZER *)
(* FIM DO PROCESSAMENTO DOS CALCULOS. *)

NA Saida dos Resultados, manda-se escrever o valor de cada coordenada, na
ordem em que foram lidas:

(* SAIDA DOS RESULTADOS: *)
PARA (IDE 1 ATE N) FACA
ESCREVA “X(“1,") = ,X(I)
ESCREVA Y(“1,)) =,Y(I)
FIM PARA
(* FIM DA SAIDA DOS RESULTADOS. *)

Agora, reunindo os trés blocos de detalhamentos, apresenta-se o algoritmo
completo:

ALGORITMO TABELA

(* ESTE ALGORITMO LE E IMPRIME
UM CONJUNTO DE PARES DE DADOS. *)

REAL X(50), Y(50)
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INTEIRO N, T
INICIO

(* ENTRADA DOS DADOS: *)
LEIAN
PARA (IDE 1 ATE N) FACA
LEIA X(I), Y(I)
FIM PARA
(* FIM DA ENTRADA DOS DADOS. *)

(* PROCESSAMENTO DOS CALCULOS: *)
(* NAO HA CALCULOS A FAZER¥)
(* FIM DO PROCESSAMENTO DOS CALCULOS. *)

(* SAIDA DOS RESULTADOS: *)
PARA (IDE 1 ATE N) FACA
ESCREVA “X(%,1,7) = *,X(I)
ESCREVA ‘Y(5,1,") =<, Y(I)
FIM PARA
(* FIM DA SAIDA DOS RESULTADOS. *)

FIM DO ALGORITMO TABELA.
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PROVA 20 — Ajuste Polinomial

FOLHA DE QUESTOES:

Questao 1 (dissertativa) — Estabeleca o problema do ajuste polinomial com o emprego
do Método dos Minimos Quadrados. Descreva brevemente o ajuste linear, o ajuste
parabolico e o ajuste ctbico. Por favor, ocupe, com a sua descri¢do, pelo menos, uma
pagina.

Questao 2 (numérica) — Considere os dados apresentados na tabela dada abaixo.

Por favor, ajuste uma reta
p(x)=a+bx

a esses dados com a utilizacdo do Método dos Minimos Quadrados. Agora, para cada
valor de x, calcule o correspondente valor p(x). Finalmente, responda: qual ¢ o valor de

p(0,4)?

Questio 3 (numérica) — Ajuste uma parabola p(x) = a; + a, x + a3 X° a0 conjunto de
pares de valores apresentados na tabela dada a seguir. Use o Método dos Minimos
Quadrados. Por favor, ndo deixe de indicar todas as operagdes efetuadas. No final,
apresente a expressao da parabola com destaque.

x/01(03]05(0,7{09]09]1,0]1,3

y(4 |8 100 ]|-1]-2]-2]-3

Questdo 4 (algoritmo) — Construa um algoritmo estruturado que programe o ajuste
parabdlico com o auxilio do Método dos Minimos Quadrados. Por favor, faca-o em trés
etapas de refinamento sucessivo. A estrutura do algoritmo deve apresentar trés blocos
principais de instrugdes para; (a) entrada dos dados; (b) processamento dos calculos; e
(c) saida dos resultados.

Boa Prova!
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RESPOSTAS:

Resposta a Questao 1 — Pode-se dizer que o problema do ajustamento polinomial
consiste, basicamente, em determinar um polindmio p(x) do grau m,

P(X):al+32X+33X2+34X3+...+am+1Xm

que represente, de modo formal, a tendéncia de um fendmeno descrito por um conjunto
de n pares de valores [x;, yil, 1=1,2, 3, ..., n.

Os pares de valores podem ter sido obtidos, por exemplo, em uma experiéncia de
laboratdrio com uso de instrumentos de medi¢do, seguindo uma metodologia especifica
de coleta de valores numéricos, ou em um levantamento de dados em campo.

O resultado obtido nesses casos constitui uma tabela de pares de valores [xi, yi],
1=1,2,3, ..., nque podem ser interpretados como coordenadas de n pontos marcados
em um plano cartesiano.

Conforme a disposi¢do desses pontos no plano, pode-se escolher um ajustamento
linear; nesse caso,m=1, ¢
p(x)=a;+a;x
ou um ajuste parabolico, casoem que m=2 ¢
p(x)=a;+a;x + a3 x?
ou, ainda, m = 3, para se ajustar uma cubica:
p(x) =2 +a2x+agxz+a4x3
e assim por diante.

Usando-se a teoria que da embasamento ao Método dos Minimos Quadrados,
obtém-se o polinomio que fornece o minimo da soma dos quadrados dos desvios.

Esses desvios podem ser definidos como

d; = p(xi) — i,
i=1,2,3,..,n

A soma dos quadrados dos desvios pode ser representada como uma fungao Q de
varias variaveis:

Q(alv a, az, ..., amﬂ) = Z (di)z = Z[p(xl) - yi]z
1=1,2,3,..,n.

No ponto de minimo, todas as derivadas parciais de Q, em relacdo as variaveis,
sdo nulas:

-
8Q/ aal =0
0Q/6a, =0

{ 8Q/ea; =0
8Q/8am+1 =0

\
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Assim, substituindo Q pela expressao que a define e derivando-se em relagdo a
cada uma das varidveis, obtém-se um sistema de m+1 equagdes lineares com m+1
incognitas.

najtax+..tam1 Yy XM=Y

ary Xim+axy ™+ . +ap) Xi2m=> ximy;

1i=1,2,3,..n

A resolugdo desse sistema linear fornece os m+1 valores dos coeficientes do
polindmio p(x), do grau m, escolhido para o ajustamento.

Resposta a Questdao 2 — Nesta questdo, o valor de n, que representa a quantidade de
pontos da tabela, ¢ 8. Como o ajuste ¢ linear, o valor de m, que representa o grau do
polindmio de ajustamento, ¢ 1. Para se obter a reta de ajustamento p(x) = a + bx,
resolve-se o sistema de duas equagdes lineares com duas incognitas:

na+bZXi=Zyi
ay xi+tb) xi2=> xyi
1i=1,2,3,...n.

A obtencdo dos somatdrios pode ser realizada com o auxilio de uma tabela:

i X Vi Xi’ XiYi
1 0,5 -4 0,25 -2.0
2 0,6 3 0,36 - 1,8
3 0,6 2 0,36 -12
4 0,7 0 0,49 0,0
5 0,8 -1 0,64 -0,8
6 0,9 3 0,81 =27
7 1,0 -5 1,00 -5,0
8 1,1 -7 1,21 -7,7
-1 Y xi=62|Yyi=-25| Y x=512 | xiyi=-21,2

Introduzindo os valores dos somatoérios tem-se, entdo, o sistema:
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(8)a+(6,2)b=-25
(6,2)a+(5,12)b=-21,2

Resolvendo o sistema com a Regra de Cramer,

Det = (8)(5,12) — (6,2)(6,2) = 40,96 — 38,44 = 2,52

DetA = (-25)(5,12) — (6,2)(- 21,2) =-128 — (-131,44) = 3,44
DetB = (8)(- 21,2) — (-25)(6,2) =- 169,6 — (- 155) =- 14,6

a = DetA/Det = 3,44 /2,52 = 1,365
b =DetB /Det=- 14,6 /2,52 =- 5,794

O polindmio de ajustamento nesse caso ¢
p(x) = 1,365 - 5,794 x

Calculo dos valores de p(xx), considerando que, na tabela originalmente dada,
havia repeti¢ao de abscissas, agora eliminada.

k=1,2,3,...7

k 1 2 3 4 5 6 7
Xk 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 1,1
p(xy) | -1,532 | -2,111 | -2,691 | -3,270 | -3,850 | -4,429 | -5,008

Para completar a respsta, p(0,4) = 1,365 — 5,794(0,4) = -0,9526

Resposta a Questdo 3 — Pede-se, nesta questdo, para utilizar o Método dos Minimos
Quadrados no ajuste de uma parabola p(x) = a; + a, X + a3 x> a um conjunto de oito
pares de valores apresentados em uma tabela. Para determinar os coeficientes a;, a; € as
da parabola, vamos resolver o sistema de trés equacdes lineares com trés incognitas:

naj+a Xitas) Xi2=)yi
{ a;y Xi+taz) xi2+ as) Xi3=) XiVyi

a1ZX12+aQZXi3+asin4:ZXiZYi

Para obter os valores dos somatorios, construiremos uma tabela.
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2
Xi¥Yi | Xi Vi

[l
2
=
2
2
2

0,14 10,01]0,001]0,0001]0,4 |0,04
0,3(8 10,09]0,027 10,0081 | 2,4 | 0,72
0,5]10]0,25 0,125 0,0625 | 5,0 | 2,50
0,7/0 10,490,343 |0,2401 | 0,0 | 0,00
09]-11]0,81]0,729 ] 0,6561 | -0,9 | -0,81
09(-2 10,810,729 | 0,6561 | -1,8 | -1,62
1,0 -2 | 1,00 | 1,000 | 1,0000 | -2,0 | -2,00
1,3 -3 1,692,197 |2,8561 | -3,9|-5,07

R (NN [ W[

M
!

5,714 5,155,151 | 54791 | -0,8 | -6,24

Agora, construindo o sistema de equagdes lineares que permite obter os valores dos
coeficientes do polindmio de segundo grau que corresponde a parabola de ajustamento:

Sa,+57a+515a;= 14
{ 57a,+515a+ 57151 az=-0,8

5,15a1+ 5,151 a;+ 5,4791 a3 = - 6,24

Resolugao do sistema com o emprego da Regra de Cramer:

Det = (8)(5,15)(5,4791) + (5,7)(5,151)(5,15) + (5,15)(5,151)(5,7)

— (5,15)(5,15)(5,15) — (5,151)(5,151)(8) — (5,4791)(5,7)(5,7)
Det = 225,73892 + 151,2076 + 151,2076 — 136,59087 — 212,2624 — 178,01595
Det = 528,15413 — 526,86924 = 1,284888

Detl = (14)(5,15)(5,4791) + (5,7)(5,151)(-6,24) + (5,15)(5,151)(-0,8)
- (5,15)(5,15)(-6,24) — (5,151)(5,151)(14) — (5,4791)(-0,8)(5,7)
Detl = 190,61022 — 180,97411 = 9,636102

Det2 = (8)(-0,8)(5,4791) + (14)(5,151)(5,15) + (5,15)(~6,24)(5,7)
- (5,15)(-0,8)(5,15) — (5,151)(-6,24)(8) — (5,4791)(5,7)(14)
Det2 = 153,14566 — 158,87626 = - 5,7306

Det3 = (8)(5,15)(-6,24) + (5,7)(-0,8)(5,15) + (14)(5,151)(5,7)

- (14)(5,15)(5,15) — (-0,8)(5,151)(8) — (-6,24)(5,7)(5,7)
Det3 = 130,4778 — 135,611 = - 5,1332
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Entao:

a; = Detl/Det =9,636102/ 1,284888 = 7,4995657 = 7,5
ar = Det2/Det = - 5,7306/ 1,284888 = - 4,4599996 = - 4,5
a3 = Det3/Det = - 5,1332/ 1,284888 = - 3,9950563 =-4,0

E a parabola de ajustamento é p(X) =7,5-4,5x-4,0 NG
Resposta a Questio 4 — Vamos construir um algoritmo para:

(1) na Entrada de Dados ler n (a quantidade de pontos aos quais ajustaremos
uma parabola), e as coordenadas [x;, y;] desses pontos;

(2) no Processamento dos Célculos, obtém-se os somatorios, depois o0s
determinantes e, finalmente, os coeficientes da parabola; e

(3) na Saida dos Resultados, mandam-se imprimir os valores dos coeficientes
calculados.

Inicialmente, representa-se o algoritmo, graficamente, e no nivel mais alto de
abstracdo, como uma caixa preta identificada como PARABOLA. A caixa tem duas
aberturas: na da esquerda, da-se a entrada dos dados; e, na da direita, a saida dos
resultados:

Dados Resultados
R PARABOLA .
n, Xj, yi a; az a3
1i=1,2,..n

O esquema grafico inicial corresponde a um trecho escrito em pseudolinguagem
de programacdo. Tal esquema ja define os tipos das varidveis relacionadas na entrada
dos dados e na saida dos resultados:

ALGORITMO PARABOLA
INTEIRO I, N
REAL X(50), Y(50)
REAL Al, A2, A3
INICIO

FIM DO ALGORITMO PARABOLA.

Em uma segunda etapa, abre-se a caixa preta para visualizagdo de sua
composicao interna, ainda usando um esquema grafico. Distinguem-se entdo trés caixas
pretas. Elas correspondem aos blocos de instru¢des das principais funcionalidades de
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um algoritmo numérico. As caixas pretas sdo: Entrada dos Dados, Processamento dos
Cdlculos e Saida dos Resultados.

i PARABOLA |
Dados ! . | Resultados
i | ENTRADA PROCES- SAIDA !
i | DOS SAMENTO DOS : .
"t | DADOS DOS RESUL- i g
N, X(),Y(I) i CALCULOS TADOS ' Al, A2, A3
1=1,2,.,N i

_______________________________________________

A Entrada dos Dados pode ser detalhada como segue:

(* ENTRADA DOS DADOS: *)
LEIA N
PARA (IDE 1 ATE N) FACA
LEIA X(I), Y(I)
FIM PARA
(* FIM DA ENTRADA DOS DADOS. *)

No Processamento dos Calculos,

(* PROCESSAMENTO DOS CALCULOS: *)
(* CALCULO DOS SOMATORIOS: *)
SX =0; SX2=0; SX3 =0; SX4=0
SY =0; SXY =0; SX2Y =0
PARA (I DE 1 ATE N) FACA
SX = SX + X(I)
SX2 = SX2 + X(I)*X(I)
SX3 = SX3 + X(D)*X(I)*X(I)
SX4 = SX4 + X(I)*X(1)*X(1)*X(I)
SY =SY + Y(I)
SXY = SXY + X(I)*Y(I)
SX2Y = SX2Y + X()*X(1)*Y(I)
FIM PARA
(* FIM DO CALCULO DOS SOMATORIOS. *)
(* CALCULO DOS DETERMINANTES: *)
DET = N*SX2*SX4 + SX*SX3*SX2 + SX2*SX3*SX
- SX2*SX2*SX2 — SX3*SX3*N — SX4*SX*SX
DET1 = SY*SX2*SX4 + SX*SX3*SX2Y + SX2*SX3*SXY
- SX2*SX2*SX2Y — SX3*SX3*SY — SX4*SXY*SX
DET2 = N*SXY*SX4 + SY*SX3*SX2 + SX2*SX2Y*SX
- SX2*SXY*SX2 — SX3*SX2Y*N — SX4*SX*SY
DET3 = N*SX2*SX2Y + SX*SXY*SX2 + SY*SX3*SX
- SY*SX2#SX2 — SXY*SX3*N — SX2Y*SX*SX
(* FIM DO CALCULO DOS DETERMINANTES. *)
(* USO DA REGRA DE CRAMER: *)

206



Al =DETI1/DET; A2 =DET2/DET; A3 = DET3/DET
(* FIM DO USO DA REGRA DE CRAMER. *)

(* FIM DO PROCESSAMENTO DOS CALCULOS. *)

Na Saida dos Resultados, manda-se escrever o valor de cada coordenada, na
ordem em que foram lidas:

(* SAIDA DOS RESULTADOS: *)
ESCREVA ‘P(X) = Al + A2 *X + A3 *X*X’
ESCREVA ‘Al =°, Al
ESCREVA ‘A2 =", A2
ESCREVA ‘A3 =", A3
(* FIM DA SAIDA DOS RESULTADOS. *)

Reunindo os trés blocos de detalhamentos, e definindo-se os tipos das variaveis
utilizadas para os somatoérios e determinantes, tem-se o algoritmo completo:

ALGORITMO PARABOLA

(* AJUSTA UMA PARABOLA A UM CONJUNTO
DE PARES DE DADOS COM O EMPREGO DO
METODO DOS MINIMOS QUADRADOS. *)

REAL X(50), Y(50)
REAL Al, A2, A3
REAL SX, SX2, SX3, SX4
REAL SY, SXY, SX2Y
INTEIRO I, N

INICIO

(* ENTRADA DOS DADOS: *)
LEIA N
PARA (IDE 1 ATE N) FACA
LEIA X(I), Y(I)
FIM PARA
(* FIM DA DENTRADA DOS DADOS. *)

(* PROCESSAMENTO DOS CALCULOS: *)
(* CALCULO DOS SOMATORIOS: *)

SX =0; SX2=0; SX3 =0; SX4=0

SY =0; SXY =0; SX2Y =0

PARA (IDE 1 ATE N) FACA
SX = SX + X(I)
SX2 = SX2 + X()*X(I)
SX3 = SX3 + X((D)*X()*X(I)
SX4 = SX4 + X()*X(1)*X(1)*X(I)
SY =SY + Y(I)
SXY = SXY + X(D)*Y(I)
SX2Y = SX2Y + X(I)*X(1)*Y(I)
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FIM PARA
(* FIM DO CALCULO DOS SOMATORIOS. *)
(* CALCULO DOS DETERMINANTES: *)
DET = N*SX2*SX4 + SX*SX3*SX2 + SX2*SX3*SX
- SX2*SX2*SX2 — SX3*SX3*N — SX4*SX*SX
DET1 = SY*SX2*SX4 + SX*SX3*SX2Y + SX2*SX3*SXY
- SX2*SX2*SX2Y — SX3*SX3*SY — SX4*SXY*SX
DET2 = N*SXY*SX4 + SY*SX3*SX2 + SX2*SX2Y *SX
- SX2*SXY*SX2 — SX3*SX2Y*N — SX4*SX*SY
DET3 = N*SX2*SX2Y + SX*SXY*SX2 + SY*SX3*SX
- SY*SX2*SX2 — SXY*SX3*N — SX2Y*SX*SX
(* FIM DO CALCULO DOS DETERMINANTES. *)
(* USO DA REGRA DE CRAMER: *)
Al =DETI1/DET; A2 = DET2/DET; A3 = DET3/DET
(* FIM DO USO DA REGRA DE CRAMER. *)
(* FIM DO PROCESSAMENTO DOS CALCULOS. *)

(* SAIDA DOS RESULTADOS: *)
ESCREVA ‘P(X) = Al + A2 *X + A3 *X*X’
ESCREVA ‘Al =°, Al
ESCREVA ‘A2 =", A2
ESCREVA ‘A3 =", A3
(* FIM DA SAIDA DOS RESULTADOS. *)

FIM DO ALGORITMO PARABOLA.
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PROVA 21 — Ajuste Nao-Polinomial

FOLHA DE QUESTOES:

Questao 1 (dissertativa) — Apresente o problema do ajuste ndo-polinomial. Como esse
problema pode ser resolvido com a utilizagdo do Método dos Minimos Quadrados? Por
favor, ndo escreva menos do que uma pagina.

Questido 2(numérica) — Ajuste a curva exponencial Y = AB” aos dados apresentados na
tabela dada a seguir. Apods obter os valores de A e B, use esses valores para calcular as
ordenadas correspondentes aos valores das abscissas. Por favor, ndo deixe de indicar
todas as operagdes efetuadas.

x| 1,3]28]59 |78
y|[1,2[59]159]304

Questiio 3 (numérica) — Faga o ajustamento da curva Y = Ae®™ aos dados apresentados
na tabela abaixo. Use a curva de ajustamento para obter a ordenada correspondente a x
=4,5. Por favor, indique todas as operagdes efetuadas.

x|[22|39|46 |58 |66 |78 [81 [90 10,0
y|40]98]11,5]32,7]55,0]70,3]90,8]100,0]99,0

Questio 4 (algoritmo) — Construa um algoritmo para ajustar a curva Y = AB* a um
conjunto de dados. Desenvolva o seu algoritmo em trés fases de refinamento sucessivo.
A versdo final do algoritmo deve reunir todas as partes que tenham sido elaboradas em
separado.

Boa Prova!
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RESPOSTAS:

Resposta a Questdo 1 — O problema do ajustamento ndo polinomial pode ser
apresentado como aquele de se definir uma determinada curva de natureza algébrica ou
transcendente, por exemplo, exponencial, ou logaritmica ou outra, mas ndo polinomial,
que se pode ajustar a um conjunto de n pontos dados pelas suas coordenadas
cartesianas: [x;, yi], com i assumindo os valores 1,2,3,...,n.

Virias curvas podem ser utilizadas para o fim do ajustamento ndo polinomial
com o auxilio do Método dos Minimos Quadrados. Muitos livros de Calculo Numérico,
de Estatistica ¢ de formulas e tabelas matematicas oferecem uma colecdo bastante
extensa de tais funcoes.

Algumas dessas fungdes sao, por exemplo:

Y = AB* (neste caso, tem-se uma fungdo exponencial); e

Y = Ae®® (neste outro caso, ¢ ¢ a base dos logaritmos naturais: e =
2,718281828...).

Para ajustar a primeira dessas fungdes podem-se aplicar logaritmos decimais no
seguinte sentido:

log Y = log (AB")
log Y =log A + (log B)x

Agora, p(x) pode ser associado a log Y; ja, log A (uma constante) ¢ associado a
a; e log B (outra constante), a a,.

Tem-se, entdo, p(x) = a; + a, X, recaindo-se no caso de ajustamento polinomial,
neste caso, de uma reta. Usa-se, entdo, o Método dos Minimos Quadrados para o

calculo de a; € a,.

Para ajustar a segunda funcdo, podem-se aplicar logaritmos naturais (ou
neperianos):

InY =In (Ac®*)
InY=InA+(Ine) Bx,comolne=1,
InY=InA+Bx

De modo semelhante ao que foi feito para o primeiro exemplo, novamente, p(x)
pode ser associado a In Y; In A € associado a a; ¢ B, a a,.

Tem-se, entdo, p(x) = a; + a, x, recaindo-se, também neste caso, no ajustamento

polinomial de uma reta em que o Método dos Minimos Quadrados ¢ empregado para a
obtengao dos valores de a; ¢ a;.

210



Resposta 2 Questio 2 — Deseja-se ajustar a curva exponencial Y = AB” aos dados da

tabela

1,3

2,859

7,8

1,2

591159

30,4

Aplicando logaritmos decimais a expressido Y = AB”, tem-se

log Y =log A+xlogB
ou

p(x)=a;+a;x

Entdo A = 10*' ¢ B = 10*

Para obter a; e a,, resolvemos o sistema de duas equacdes lineares com duas incognitas:

na;+ta;»x= Y logy

ard)x+ax>x2=> xlogy

em que n = 4, corresponde a quantidade de pontos definidos na tabela. Para calcular os
somatorios, construimos uma tabela.

i X; Vi log yi x log yi X;

1 1,3 1,20 0,079181 | 0,102935 | 1,690

2 2,8 1590|0,770852 | 2,158386 | 7,840

3 59 15,91 1,201397 | 7,088242 | 34,81

4 7,8 130,41 1,482874 | 11,56642 | 60,84
>_» | 178 - 3,534304 | 20,91598 | 105,18

Temos entdo o sistema:

4a+17,8a,= 3,534304

17,8 a1+ 105,18 a2 =20,91598

Cuja resolucdo pela regra de Cramer ¢ apresentada em seguida:
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Det = (4) (105,18) — (17,8)(17,8) = 420,72 — 316,84 = 103,88
Detl = (3,534304)( 105,18) — (17,8)( 20,91598) = 371,738 — 372,304 = - 0,5663
Det2 = (4)(20,91598) — (3,534304)( 17,8) = 83,6639 — 62,9106 = 20,753
De modo que
a; = Detl / Det = - 0,5663/103,88 = - 0,0054515

a; = Det2 / Det = 20,753/103,88 = 0,19978

A=10" =10%"%P=0,9875 ¢
B =10"=10""""=1,5841
Conclusdo: Y = (0,9875)(1,5841)"
Resposta a Questao 3 — Nesta questao, pede-se para fazer o ajustamento da curva
Y = Ae™

aos dados da tabela abaixo. Além disso, pede-se para usar a curva de ajustamento e
obter a ordenada correspondente a x = 4,5.

x|22]139]46 [58 |66 |78 |81 90 10,0
y | 40[98|11,5]32,7]|55,0]70,3]90,8|100,0 99,0

Empregando logaritmos naturais a expressdo Y = Ae”, obtemos
InY =1InA + Bx,
isto €, podemos proceder como se fizéssemos o ajustamento da reta p(x) = a; + ax, em
que a; = In A e a; = B. Resolvemos o sistema de duas equacdes lineares com duas
incognitas descrito abaixo:
na;taYx=>lny

ardx+adx2=> xlIny

em que n = 9 ¢ a quantidade de pontos a considerar. Para obter os somatodrios,
construimos uma tabela.
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i X Vi In y; xIny; xiz

1 2,20 | 4,0 1,386 | 3,0492 | 4,84

2 390 |98 2,282 | 8,8998 | 15,21
3 4,60 |11,5 |2,442 | 11,2332 21,16
4 5,80 | 32,7 |3,487 |20,2246 | 33,64
5 6,60 | 55,0 |4,007 |26,4462 | 43,56
6 7,80 | 70,3 |4,253 |33,1734 | 60,84
7 8,10 90,8 |4,509 |36,5229 | 65,61
8 9,00 |100,0 | 4,605 |40,5810 | 81,00
9 10,0 99,0 |4,595 |45,9500 | 100,0

> | 5800 473,131,567 | 226,080 | 344,86

Substituindo os valores dos somatorios no sistema:

9a; +58a,= 31,567
58 a1 + 344,86 a2 = 226,08
Agora, podemos resolver o sistema linear com o auxilio da Regra de Cramer. Para isso,
precisamos calcular trés determinantes:
Determinante principal:
Det = (9)( 344,86) — (58)( 58) = 3103,74 — 3364 = -260,26
Determinantes caracteristicos:

Detl = (31,567)( 344,86) — (58)( 226,08) = 10886,2 — 13112,64 = -2226,44
Det2 = (9)( 226,08) — (31,567)( 58) = 2034,72 — 1830,886 = 203,834

Calculo dos coeficientes:

a; = Detl/Det = -2226,44/-260,26 = 8,554676
a, = Det2/Det = 203,834/-260,26 = -0,7831937

Entao

A= ¢ = 7 = 5190,9707;
B =a, =-0,7831937

Conclusdo: Y = Ae™ = 5190,9707¢ 7577

Para x = 4,5, temos:
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Y45= AeB(4,5) =5190 9707[6—0,7831937(4,5)]
Y45 =5190,9707[”"**7'®] = 5190,9707[0,029470319] = 152,97956

Resposta a Questao 4 — Nesta resposta vamos construir um algoritmo para ajustar a
curva exponencial do tipoY = AB* a um conjunto de n pares de dados.
Desenvolveremos o algoritmo em trés fases de refinamento sucessivo. A versao final do
algoritmo reunird todas as partes que tenham sido elaboradas em separado.

Fase I: Inicialmente, representa-se o algoritmo, no nivel mais alto de abstragdo,
como uma caixa preta identificada como AJUST EXP. A caixa tem duas aberturas: na
da esquerda, da-se a entrada dos dados; e, na da direita, a saida dos resultados:

Dados Resultados
R AJUST EXP R
n, X, Yi A B
i=1,2,...n

O esquema gréafico inicial corresponde a um trecho escrito em pseudolinguagem
de programacdo. Tal esquema ja define os tipos das varidveis relacionadas na entrada
dos dados e na saida dos resultados:

ALGORITMO AJUST EXP
INTEIRO I, N
REAL X(20), Y(20)
REAL A, B

INiCIO

FIM DO ALGORITMO AJUST EXP

Fase 2: abre-se a caixa preta para visualizacdo de sua composi¢dao interna.
Distinguem-se entdo trés novas caixas pretas. Elas correspondem aos blocos de
instrucdes das principais funcionalidades de um algoritmo numérico. As caixas pretas
sdo: Entrada dos Dados, Processamento dos Calculos e Saida dos Resultados.
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Dados | AJUST EXP | Resultados
—> ENTRADA PROCES- SAIDA >
: DOS SAMENTO DOS :
! DADOS DOS RESUL- |
N, X(D),Y(T) CALCULOS TADOS | A B
1=1,2,.,N ! i

_______________________________________________

A Entrada dos Dados pode ser detalhada como segue:
(* ENTRADA DOS DADOS: *)
LEIAN
PARA (IDE 1 ATE N) FACA
LEIA X(I), Y(I)
FIM PARA
(* FIM DA ENTRADA DOS DADOS. *)

Ja, o Processamento dos Calculos pode ser detalhado como:
(* PROCESSAMENTO DOS CALCULOS: *)
SX =0; SX2 =0; SLNY =0; SXLNY =0
PARA (IDE 1 ATE N) FACA
SX =SX + X(I)
SX2 = SX2 + X(I)*X(I)
SLNY = SLNY + LN(Y(I))
SXLNY = SXLNY + X(I)*LN(Y(I))
FIM PARA
DET = N*SX2 — SX*SX
DET1 = SLNY*SX2 — SX*SXLNY
DET2 = N*SXLNY — SLNY*SX
Al =DETI/DET
A2 =DET2/DET
A =¢"Al
B=A2
(* FIM DO PROCESSAMENTO DOS CALCULOS. *)
Em que e é a base dos logaritmos naturais.

Agora, detalhamos a Saida dos Resultados:
(* SAIDA DOS RESULTADOS: *)

ESCREVA Y = Ae"BX’

ESCREVA ‘A=° A

ESCREVA ‘B="°, B
(* FIM DA SAIDA DOS RESULTADOS. *)

Fase 3: Finalmente, reunindo todas as partes desenvolvidas em separado e
incluindo a defini¢do dos tipos de todas as variaveis utilizadas:
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ALGORITMO AJUST_EXP

(* AJUSTA FUNCAO EXPONENCIAL A
UM CONJUNTO DE PARES DE DADOS. *)

REAL X(20), Y(20)
REAL A, B, Al, A2, DET, DET1, DET2
REAL SX, SX2, SLNY, SXLNY
INTEIRO LN
INICIO
(* ENTRADA DOS DADOS: *)
LEIAN
PARA (I DE 1 ATE N) FACA
LEIA X(I), Y(I)
FIM PARA
(* FIM DA ENTRADA DOS DADOS. *)

(* PROCESSAMENTO DOS CALCULOS: *)
SX = 0; SX2 = 0; SLNY = 0; SXLNY = 0
PARA (IDE 1 ATE N) FACA

SX = SX + X(I)
SX2 = SX2 + X(I)*X(I)
SLNY = SLNY + LN(Y(I))
SXLNY = SXLNY + X(I)*LN(Y(I))
FIM PARA
DET = N*SX2 — SX*SX
DETI = SLNY*SX2 — SX*SXLNY
DET2 = N*SXLNY - SLNY*SX
Al =DETI/DET
A2 = DET2/DET
A=erAl
B=A2
(* FIM DO PROCESSAMENTO DOS CALCULOS. ¥)

(* SAIDA DOS RESULTADOS: *)
ESCREVA ‘Y = Ae"BX’
ESCREVA ‘A=* A
ESCREVA ‘B=°,B

(* FIM DA SAIDA DOS RESULTADOS. *)

FIM DO ALGORITMO AJUST_EXP.
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PROVA 22 — Interpolaciao Lagrangeana

FOLHA DE QUESTOES:

Questao 1 (dissertativa) — Diga como se d4a o emprego dos Polinémios de Lagrange na
resolugdo do problema da interpolacdo. Se achar adequado, construa graficos e dé
exemplos que ilustrem a sua apresentacdo. Por favor, ocupe pelo menos uma pagina
com a sua descrigao.

Questiao 2 (numérica) - Use a interpola¢do lagrangeana para obter f(2,1) a partir dos
dados apresentados a seguir. Por favor, indique claramente todas as operacdes
efetuadas. Nao deixe de avaliar a adequacdo do resultado obtido.

x | 200230/ 250
y =f(x) | -1,00 | 0,00 | -2,00

Questao 3 (numérica) — Considere a tabela dada abaixo. Obtenha f(1,35) com os
Polinomios de Lagrange. No final, responda a seguinte pergunta: o valor obtido ¢
razoavel no contexto dos dados?

x | 1,00 1,50 | 2,00
y = f(x) | 4,00 | 3,00 | 2,00

Questio 4 (algoritmo) — Construa um algoritmo para implementar computacionalmente
um caso de interpolagdo com o emprego dos Polinomios de Lagrange. Faga-o em
sucessivas etapas de refinamento, introduzindo novos detalhes a partir de uma caixa
preta inicial.

Boa Prova!
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RESPOSTAS:

Resposta a Questdo 1 — As praticas que envolvem o emprego da interpolagdo
polinomial surgem freqiientemente em todas as areas cientificas e técnicas. E assim na
Fisica, por exemplo, ¢ em todas as Engenharias.

Basicamente, a interpolacdo polinomial consiste no uso de uma técnica para se
obter o valor de uma funcdo y = f(x) correspondente a um ou mais valores particulares
de x. O valor de y ¢ obtido com polindmios.

A necessidade de se realizar a interpolagdo ocorre porque, as vezes, nao se
conhece a expressao algébrica de f(x). Em outras ocasides, a necessidade se da porque
nao se deseja utilizar a expressao algébrica de f(x): esse é o caso, pode-se dizer, quando
f(x) tem um aspecto muito complicado, seu calculo envolve muitas operacdes ou leva a
pouca eficiéncia computacional.

Para se realizar a interpolacdo foram desenvolvidas varias técnicas que possuem
caracteristicas adequadas para o tratamento automdtico em programas de computador.
Esse ¢ o caso do emprego dos Polindmios de Lagrange, dos Polinomios de Gregory-
Newton e da Teoria de Splines.

Consideremos uma tabela como a que segue:

i Xi yi = f(Xi)
0 X0 Yo
1 X1 y1
2 x; y2
n | Xp Yn

Nessa tabela tem-se um conjunto de n+1 pontos dados pelas suas coordenadas
cartesianas [x;, yi = f(xi)], 1 = 0, 1, 2, ... n. Nessas circunstdncias, um caso de
interpolacdo consiste em se determinar Yoara = f(Xbarra) cOrrespondente a um valor Xparra
conhecido mas nao pertencente a tabela. Calcula-se o valor de ypama a partir de um
polindmio p(x) cujo grafico passe necessariamente por todos os pontos da tabela. Como
resultado, obtém-se Yvarra = P(Xbarra)-

Esse problema pode ser resolvido com qualquer uma das técnicas ja
mencionadas. E, independentemente da forma utilizada, o polindmio interpolante ¢
unico. Cabe, entretanto, escolher preliminarmente quantos pontos da tabela serdo
considerados para a defini¢do do polindmio interpolante. Se apenas dois pontos forem
escolhidos, entdo a interpolagdo serd linear; se trés pontos ndo alinhados, entdo a
interpolagdo sera parabolica, e assim por diante.

No caso de utilizagdo dos Polindmios de Lagrange, o polindmio interpolante (ou
interpolador) pode ser escrito, para o caso de n+1 pontos, como:
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p(x) = yoLo(x) + y1Li(X) + y2La(X) + ... + yaLn(X)

em que Lo, L;, Ly, ... L, representam os Polindmios de Lagrange. Esses polindmios tém
a seguinte expressao algébrica:

Li(X) = {(x-X0)(X-X1)...(X-Xk-1)(X-Xk+1). . . (X-Xp) }/
{(Xk-X0)(X=X1)... (Xg=Xg- 1) (Xk=Xkc41) - - - (Xk=Xn) }

Emquek=0,1,2,..,n.

Resposta a Questdo 2 — Considerando a tabela dada a seguir, vamos obter o valor de
f(2,1) com o emprego dos Polindmios de Lagrange.

X 2,00 | 2,30 | 2,50
y =f(x) | -1,00 | 0,00 | -2,00

Para tal, vamos admitir a aproximagao f(2,1) = p(2,1), em que p(x) ¢ o
polindmio interpolador dado na forma:

p(x) = yoLo(x) + y1L1(X) + y2L2(X) + ... + yuLa(X)
De modo que
f(2,1) = p(2,1) = yoLo(2,1) + y1(L1(2,1) + y2La(2,1) + ... + yuLa(2,1)
Os simbolos Ly, Lj, L, ... L, representam Polindomios de Lagrange.

Ora, tendo-se um conjunto de pontos (xj, yij) e em que i =0, 1, 2, ... , n, a
expressao geral de um Polindmio de Lagrange pode ser escrita como:

Li(X) = {(x-X0)(X-X1)...(X-Xk-1)(X-Xk+1). . . (X-Xp) }/
{(XkX0)(Xk=X1). .. (X=Xk-1) (Xk-Xk+1) - - - (Xie=Xp) }

Em que os valores de k podem ser dados por:
k=0,1,2,..,n.

Para tornar os dados coerentes com a nota¢ao que estamos usando, reescrevemos
a tabela ja apresentada antes, introduzindo uma linha com os valores do indice i:

X; 2,00 | 2,30 | 2,50
yi = f(x;) | -1,00 | 0,00 | -2,00
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No presente caso, i =0, 1, 2. Entdo, temos trés Polinomios de Lagrange: Ly, L; e L,:

Lo(x) = {(x-x1)(X-X2)} / {(Xo-X1)(X0-X2) }
Lo(2.1) = {(2,1-2,30)( 2,1-2,50)} / {(2,00-2,30)(2,00-2,50)}

Lo(2,1) = {(-0,2)( -0,4)} / {(-0,3)(-0,5)} = {0,08} / {0,15} = 0,53

Li(x) = {(x-x0)(x-x2)} / {(x1-X0)(X1-X2) }
Li(2,1) = {(2,1-2,00)(2,1-2,50)} / {(2,30-2,00)(2,30-2,50)}

Li(2,1) = {(0,1)(-0,4} / {(0,3)(-0,2)} = {-0,04} / {-0,06} = 0,7

La(x) = {(X-x0)(x-X1)} / {(X2-X0)(X2-X1)}
Lo(2,1) = {(2,1-2,00)(2,1-2,30)} / {(2,50-2,00)(2,50-2,30)}

L»(2,1) = {(0,1)(-0,2)} / {(0,5)(0,2)} = {-0,02)} / {0,1} =-0,2

Agora, pode-se calcular o valor de p(2,1):
p(2,1) =yoLo(2,1) + y1L1(2,1) + y2La(2,1)

Substituindo os valores dados para as ordenadas (yo, y1 € y2) € os valores calculados
para os Polindmios de Lagrange (Lo, L; e L,):

p(2,1) = (-1,00)(0,53) + (0,00)(0,7) + (-2,0)(-0,2)
p(2,1) = (-0,53) + (0,00) + (0,4)
p(2,1)=-0,13.

Entao

f(2,1) = -0,13

Consideragoes. O valor -0,53, obtido para f(2,1) estd, aparentemente, de acordo
com os dados do enunciado da questdo. Pois ¢ razodvel supor que o ponto (2,1; -0,53) se
posiciona sobre a parabola definida pelos trés pontos dados, a menos dos
arredondamentos dos valores calculados.

Ele se situa no trecho situado entre os valores -1,00 de f(2,00) e 0,00 de (2,30).

Resposta a Questdo 3 — Nesta questdo vamos calcular f(1,35) com os polindmios de
Lagrange a partir dos dados tabelados abaixo. Relativamente a tabela dada no enunciado
da questdo, ja se incluiu uma linha com os valores do indice i:
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i 0 1 2
Xj 1,00 | 1,50 | 2,00
yi = f(xi) | 4,00 | 3,00 | 2,00

Vamos admitir a aproximagdo f(1,35) = p(1,35), em que p(x) é o polindmio
interpolador:

P(X) = yoLo(x) + y1Li(x) + y2La(x)
Calculo dos Polindmios de Lagrange:
Lo(x) = {(x-x1)(x-X2)} / {(Xo-X1)(Xo-X2) }
Lo(1,35) = {(1,35-1,50)( 1,35-2,00)} / {(1,00-1,50)(1,00-2,00)}

Lo(1,35) = {(-0,15)(-0,65} / {(-0,50)(-1,00)} = {0,0975} / {0,50} = 0,195

Li(x) = {(x-x0)(X-X2)} / {(X1-X0)(X1-X2) }
Li(1,35) = {(1,35-1,00)(1,35-2,00)} / {(1,50-1,00)(1,50-2,00)}

L1i(1,35) = {(0,35)(-0,65)} / {(0,50)(-0,50)} = {-0,2275} / {-0,25} = 0,91

La(x) = {(X-X0)(X-X1)} / {(X2-X0)(X2-X1) }
La(1,35) = {(1,35-1,00)(1,35-1,50)} / {(2,00-1,00)(2,00-1,50)}

La(1,35) = {(0,35)(-0,15)} / {(1,00)(0,50)} = {-0,0525} / {0,5} =-0,105

Entao,
p(1,35) = yoLo(1,35) + y1L1(1,35) + y,L(1,35)
p(1,35) = (4,00)(0,195) + (3,00)(0,91) + (2,00)(-0,105)
p(1,35)=(0,78) + (2,73) + (-0,21) = 3,3

Concluindo, f(1,35) = 3,3. Esse ¢ um resultado compativel com os dados, ja que os
pontos lidos no enunciado situam-se sobre uma reta r(x) = ax + b, tal que:

r(1,00) = a(1,00) + b = 4,00
r(1,50) = a(1,50) + b = 3,00
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Alternativamente a abordagem lagrangeana, pode-se realizar a resolucao desse sistema
de equagdes lineares que fornece a =-2 e b = 6. De modo que

r(1,00) = 4,00; r(1,35) = 3,3; 1(1,50) = 3,00; € 1(2,00) = 2,00.

Pondo o resultado em destaque:

f(1,35) = 3,3.

Resposta a4 Questio 4 - Construgdo de um algoritmo que implementa
computacionalmente um caso de interpolagdo com o emprego dos Polinomios de
Lagrange.

Inicialmente, desenha-se a caixa preta que representa o algoritmo no mais alto nivel de
abstragao:

Dados Resultados
> LAGRANGE

v

n, Xint Xj, yi xint, yint
1=0,1,2,...n,

Na Entrada dos Dados deve ser lido o valor de n e de xint. E os pares de valores
[xi; yi = f(xj)] com1=0, 1, 2, 3,..., n, em que n representa o valor maximo que o grau do
polindmio de interpolagdo pode assumir, e o valor de xint (0u Xparra)é aquele para o qual
se deseja obter o correspondente valor de yint = f(xint) ou (Yvarra= f(Xbarra))-

Na Saida dos Resultados espera-se apresentar o valor de xint e de seu
correspondente yint.

Esboco preliminar do algoritmo, desta vez em versao literal:

ALGORITMO LAGRANGE
REAL X(5), Y(5)
REAL XINT, YINT
INTEIRO [, N

INICIO

FIM DO ALGORITMO LAGRANGE.

Abre-se a caixa preta para visualizacdo de seu interior composto de trés novas
caixas pretas: Entrada dos Dados, Processamento dos Cdlculos e Saida dos Resultados:
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LAGRANGE

Dados i . i Resultados

i | ENTRADA PROCES- SAIDA :
1| DOS SAMENTO DOS ! -~
| DADOS DOS RESUL- | ! g
! CALCULOS TADOS !

N, XINT | | XINT,

XM,Y(1D | YINT

0,1..N

Agora, detalhando os trés blocos internos ¢ montando o algoritmo completo:
ALGORITMO LAGRANGE

(* IMPLEMENTA UMA INTERPOLA cAo
COM POLINOMIOS DE LAGRANGE. *)

REAL X(5), Y(5), L(5), XINT, YINT
INTEIRO I, K, N
INICIO

(* ENTRADA DOS DADOS: *)
LEIA N, XINT
PARA (I DE 0 ATE N) FACA
LEIA X(I), Y(I)
FIM PARA
(* FIM DA ENTRADA DOS DADOS. *)

(* PROCESSAMENTO DOS CALCULOS: *)

(* CALCULO DOS POLINOMIOS DE LAGRANGE: *)
PARA (K DE 0 ATE N) FACA
L(K)=1
PARA (I DE O ATE N) FACA
SE (INAO IGUAL K) ENTAO
L(K) = LK)*((XINT-X(I))/(X(K)-X(D)))
FIM SE
FIM PARA
FIM PARA
(* FIM DO CALCULO DOS POLINOMIOS DE LAGRANGE. *)

(* CALCULO DO VALOR DO POLINOMIO INTERPOLANTE: *)
YINT =0
PARA (I DE 0 ATE N) FACA
YINT = YINT + Y(I)*L(I)
FIM PARA
(* FIM DO CALCULO DO VALOR DO POLINOMIO INTERPOLANTE. *)
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(* FIM DO PROCESSAMENTO DOS CALCULOS. *)
(* SAIDA DOS RESULTADOS: *)
(* SAIDA DOS VALORES DOS POLINOMIOS DE LAGRANGE: *)
PARA (I DE 0 ATE N) FACA
ESCREVA ‘L(,") =, L(I)
FIM PARA A
(* FIM DA SAIDA DOS VALORES DOS POLINOMIOS DE LAGRANGE. *)
(* SAIDA DO VALOR DO POLINOMIO DE INTERPOLACAO: *)
ESCREVA ‘PARA X =, XINT, ‘TEM-SE Y =, YINT
(* FIM DA SAIDA DO VALOR DO POLINOMIO DE INTERPOLACAO. *)
(* FIM DA SAIDA DOS RESULTADOS. *)

FIM DO ALGORITMO LAGRANGE.

Visualizagdo do relatorio que serd produzido pela execucao do algoritmo:

L(0) = ...
L(l)=...

L(.)=..
PARA X=.. TEM-SEY = ...

-
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PROVA 23 — Interpolaciao de Gregory-Newton

FOLHA DE QUESTOES:

Questao 1 (dissertativa) — Escreva sobre a utilizacdo dos polindmios de Gregory-
Newton em casos de interpolacdo. Se achar adequado, apresente féormulas, faga graficos
e dé exemplos que possam enriquecer a sua apresentagdo. Por favor, ndo deixe de
ocupar pelo menos uma pagina com a sua dissertagao.

Questiao 2 (numérica) — Considere a tabela apresentada abaixo. Por favor, calcule as
diferencas divididas correspondentes, indicando claramente todas as operagdes
efetuadas. Organize as diferengas divididas em uma tabela.

i 01|23
xi |3,01]3,5]40/45
yi=f(x;) [ 0,0 | 1,0 3,0 | 8,0

Questdo 3 (numérica) — Considere a seguinte tabela de diferencas divididas. Use-a
para obter f(3) com a utilizacdo do Polinomio de Gregory-Newton com Diferen¢as
Divididas. Por favor, indique todas as operacdes efetuadas.

ilx|yi=fx) | Ay Azyi A3yi
01 0 1 10,167 | -0,114625
1|5 4 2 |-0.75 -
217 8 -1 - -
319 6 - - -
Questio 4 (algoritmo) — Faca um algoritmo estruturado para implementar

computacionalmente um caso de Interpola¢do de Gregory-Newton com Diferencas
Divididas.. Desenvolva o algoritmo em sucessivas etapas de refinamento, introduzindo
novos detalhes a partir de uma caixa preta inicial.

Boa Prova!
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RESPOSTAS:

Resposta a Questdo 1 — Os Polindmios de Gregory-Newton podem ser escritos de
diversas maneiras. Podem ser escritos, por exemplo, em fun¢do de diferencas divididas,
centradas, ascendentes e descendentes.

No caso de diferencgas centradas, ascendentes e descendentes, exige-se que oS
pontos da tabela de dados estejam igualmente espacados: x;+; — X; = constante, 1 =0, 1,
2,...,n. Ja, no caso de diferengas divididas, o espacamento constante ndo ¢ exigido, por
esse motivo, ela ¢ a técnica de emprego mais geral.

Vamos considerar a tabela de dados apresentada a seguir. Nessa tabela, os
valores de x ndo precisam estar igualmente espacados, mas devem estar ordenados de
forma crescente: x;+1>x;,1=0, 1, 2,..., n.

i Xj yi = f(Xi)
0 X0 y()
1]x; Y1
2 X2 y2
11 Xn yIl

Podemos entdo definir diferenga dividida de ordem k aplicada a y; como:
Ay = Ay - A1)/ (Ki - X))
Emquek=0,1,2,.,nei=0,1,2,..., n-k.

Além disso, Ay; = y;

O polindmio de Gregory-Newton definido em termos de diferencas divididas
pode tomar o seguinte aspecto:

p(x) = Ay,
+ (X — X()) Aly()
+ (X — X()) (X — X]) Azyo
+ (x —Xp) (X —X1) (X —X2) A3yo
+ ...
+ (X —X0) (X —X1) (X = X2) ... (X —Xpn.1) Ay

Ou de modo mais condensado:
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p(x) = Ao + ¥ < A'yo E_' (x— Xi)]

Emquek=1,2,..,nei=0,1,2,..k-1

Neste caso, os operadores diferencas divididas sdo aplicados em yp, mas ndo ¢
preciso ser sempre assim. Em alguns casos pode-se fazer a aplicagdo desses operadores
de modo diferente, por exemplo, em y; ou ys.

Resposta a Questiao 2 — Vamos calcular as diferengas divididas. Os valores dessas
diferencas serdo armazenados em uma tabela.

Formula que serd empregada para o célculo das diferencas divididas:

A%y = Ay - A1) Xik- X0)

Em que
k=0,1,2,.,n
e
1=0,1,2,..,n-k

Além disso, Aoyi =YV

k = 0. As diferengas divididas de primeira ordem sdo os proprios valores das ordenadas.
k = 1. Célculo das diferencas divididas de primeira ordem:

Para i =0, tem-se Alyo = (AOyl - Aoyo) / (X1 - Xo)
Alyo =(@v1 - yo) /(x5 -%0)=(1,0-0,0)/(3,5-3,0)=2,0

Parai=1, tem-se Alyl = (AOyz - Aoyl) / (X2 - X1)
Alyl =(y2-y1)/(x2-x1)=(3,0-1,0)/(4,0-3,5=4,0

Parai=2, tem-se A'y, = (A%;3 - A2) /(x5 - x2)
Ay, =(y3 - y2) /(X3 - X2) = (8,0 -3,0) / (4,5 —4,0)= 10

k = 2. Célculo das diferencas divididas de segunda ordem:

Parai= O, tem-se AzyO = (Alyl - AlyO) / (X2 - X())
A’yo = (4,0-2,0)/(4,0-3,0)=2,0
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Parai= 1, tem-se A%y, = (A'y, - Aly) /(x5 - x))
A%y, = (10,0 -4,0)/(4,5-3,5)=6,0
k = 3. Calculo das diferencas divididas de terceira ordem:

Para i =0, tem-se A3y0 = (A3y1 - A3y0) / (X3 - Xo)
Ay = (6,0-2,0)/ (4,5 —3,0)=2,67

il x| Avi=yi=fx) | Alyi | Alyi | Ay
03,0 0,0 2,0 | 2,0 | 2,67
13,5 1,0 4,0 | 6,0 | -
2| 4,0 3,0 100 - | -
3|45 8,0 -]

Resposta a Questdo 3 — Nesta questdo vamos calcular f(3) com o Polinomio de
Gregory-Newton escrito em funcdo de diferengas divididas. Consideramos a versdo
desse polindmio em que todas as diferengas sdo aplicadas em yy.

p(x) = Ay,
+ (X — Xp) Alyo
+ (X — Xo) (x — x1) A’y
+ (X — Xo) (X — X1) (X — x2) A’yo

+ ..

+ (X —X0) (X —X1) (X = X2) ... (X —Xn.1) Ay
No presente caso, n = 3.
Foram fornecidas as seguintes diferencas divididas:

Ayo=0; Alyo=1; A’y =0,167, Ay, =-0,114625
Substituindo os valores dessas diferengas e os valores das abscissas na expressdo do
polinémio:
px)=0+x-1D () +x-1)(x-5)(0,167)+(x—-1)(x—=5) (x—7) (-0,114625)
Fazendo x tomar o valor 3,
p3)=0+3-D(1)+B-1D)B-5(0,167)+3-1)(3-5)(3-7) (-0,114625)
p3)=0+(2) (1) +(2)(-2) (0,167) + (2) (-2) (-4) (-0,114625)

p(3)=0+2 + (-0,668) + (-1,834) = -0,502
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p(3) =- 0,502

Conclusao: f(3) = - 0,502

Resposta a Questdo 4 — Construiremos um algoritmo que implementa
computacionalmente um caso de interpolagdo com o emprego do Polinomio de
Gregory-Newton com Diferengas Divididas.

Desenhamos a caixa preta que representa o algoritmo no mais alto nivel de abstragao:

Dados Resultados
> GregNewton

v

n, Xint Xj, yi xint, yint
1=0,1,2,...n,

Na Entrada dos Dados manda-se ler o valor de n e de xint. Além disso, sdo lidos
os pares de valores [x;; yi = f(xi)] com 1 =0, 1, 2, 3,..., n. Aqui, n representa o valor
maximo que o grau do polinomio de interpolagdo pode assumir, e o valor de xint (ou
Xparra) € aquele para o qual se deseja obter o correspondente valor de yint = f(xint) ou
(Ybarra= f(Xbarra)). Esse valor serd fornecido pelo Polindmio de Gregory-Newton.

Na Saida dos Resultados espera-se apresentar o valor de xint e de seu
correspondente yint.

Esboco preliminar do algoritmo, desta vez em versao literal:

ALGORITMO GREGNEWTON
REAL X(5), Y(5)
REAL XINT, YINT
INTEIRO [, N

INICIO

FIM DO ALGORITMO GREGNEWTON.

A abertura da caixa preta permite a visualizagdo de seu interior: trés novas
caixas pretas, com as fundionalidades Entrada dos Dados, Processamento dos Calculos
e Saida dos Resultados:
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GREGNEWTON

Dados i . i Resultados
i | ENTRADA PROCES- SAIDA :
1| DOS SAMENTO DOS ! -~
| DADOS DOS RESUL- | ! g
! CALCULOS TADOS !
N, XINT | | XINT,
X(D),Y(D) ' YINT
0,1..N

Agora, podemos detalhar os trés blocos internos. Apos reunir os trés blocos,
temos o algoritmo completo:

ALGORITMO GREGNEWTON

(* REALIZA UMA INTERPOLACAO
COM O POLINOMIO DE GREGORY-NEWTON
E DIFERENCAS DIVIDIDAS. *)

REAL XINT, YINT
REAL X(5), Y(5), PROD(10)
REAL D(10, 10)
INTEIRO I, K, N

INICIO

(* ENTRADA DOS DADOS: *)
LEIA N, XINT
PARA (I DE 0 ATE N) FACA
LEIA X(I), Y(I)
FIM PARA
(* FIM DA ENTRADA DOS DADOS. *)

(* PROCESSAMENTO DOS CALCULOS: *)
(* CALCULO DAS DIFERENCAS DIVIDIDAS: *)

PARA (I DE 0 ATE N) FACA
D(0, I) = Y(I)
FIM PARA

PARA (K DE 1 ATE N) FACA
PARA (I DE 0 ATE N-K ) FACA
D(K,]) = (D(K-1, I+1) — D(K—1, 1)) / (X(I+K) — X(I))
FIM PARA
FIM PARA
(* FIM DO CALCULO DAS DIFERENCAS DIVIDIDAS. *)
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(* CALCULO DOS PRODUTORIOS: *)
PROD(0) =1
PARA (K DE 1 ATE N) FACA
PROD(K) = PROD(K—1)*(XINT — X(K-1))
FIM PARA
(* FIM DO CALCULO DOS PRODUTORIOS. *)

(* CALCULO DO VALOR DO POLINOMIO INTERPOLANTE: *)
YINT =0
PARA (K DE 0 ATE N) FACA
YINT = YINT + D(K,0)*PROD(K)
FIM PARA
(* FIM DO CALCULO DO VALOR DO POLINOMIO INTERPOLANTE. *)

(* FIM DO PROCESSAMENTO DOS CALCULOS. *)
(* SAIDA DOS RESULTADOS: *)
(* SAIDA DO VALOR DO POLINOMIO DE INTERPOLACAO: *)
ESCREVA ‘PARA X = ¢, XINT
ESCREVA ‘TEM-SE Y = ¢, YINT
(* FIM DA SAIDA DO VALOR DO POLINOMIO DE INTERPOLACAO. *)
(* FIM DA SAIDA DOS RESULTADOS. ¥)

FIM DO ALGORITMO GREGNEWTON.

Aspecto que assumira o relatério produzido pela execugdo do algoritmo GregNewton:

PARA X = ...

TEM-SEY = ...

-
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PROVA 24 — Newton-Cotes

FOLHA DE QUESTOES:

Questao 1 (descritiva) — Estabeleca consideragdes recolhidas de seu estudo sobre a
Integra¢ao Numérica. Refira-se aos métodos abordados em aula. Se desejar, apresente
figuras ilustrativas e féormulas matematicas referentes ao assunto. Por favor, ndo deixe
de preencher, pelo menos, uma pagina.

Questao 2 (numérica) — Use a Regra dos Trapézios, com espacamento constante h =
0,25, para calcular a integral definida apresentada a seguir. Por favor, indique todas as
operagoes efetuadas.

3,0

I (3x° = 5x -16)dx
2,0

Questio 3 (numérica) — Obtenha o valor da integral definida apresentada abaixo. Para
tal, use o Método de Newton-Cétes (Trapézios), adotando espagamento constante h =
0,15. Por favor, indique todas as operagoes efetuadas ao longo dos calculos.

1,75

I (5¢")dx
1,45

Questao 4 (algoritmo) — Construa um algoritmo para formalizar a aplicagdo do Método
de Newton-Cétes (Regra dos Trapézios) no caso da integracdo da funcao:

fi) = 5¢

Por favor, observe que, na Entrada dos Dados, devem ser lidos os limites de integra¢do
(a e b) e a quantidade de passos, n; no Processamento dos Calculos, mande calcular o
comprimento do passo, 4, e faca a aplicagdo do método numérico mencionado; e,
finalmente, na Saida dos Resultados, mande imprimir um relatério com o valor da
integral.

Boa Prova!
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RESPOSTAS:
Resposta a Questao 1 — No Célculo Numérico em Computadores estuda-se a resolucao

de integrais definidas, isto ¢, integrais que possuem, como limites de integragdo, valores
finitos. Veja o exemplo,

3

J' 5¢*dx

2

Nesse exemplo, o limite inferior de integragdo € 2 e o limite superior ¢ 3, ambos,
portanto, finitos. Somente em alguns casos especiais a integracdo numérica trata de
problemas em que um dos limites de integragdo, ou ambos, sdo indefinidos.

Em uma integragao tal como

associa-se o valor da integral I a area sob a curva da fung¢do f(x), considerada entre os
limites a e b.

v

Para avaliar a area sob o grafico de f(x) estudam-se varios métodos numéricos.
Assim, pode-se realizar o calculo de I com o auxilio das Formulas de Newton-Cotes.
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A mais simples das Formulas de Newton-Cdtes ¢ denominada Regra dos
Trapézios. Para empregar a Regra dos Trapézios, considera-se a tabela preenchida com
os valores de x e seus correspondentes f(x):

i Xj yi = f(Xi)
0 X0 y() = f(X())
1 X1 y1 = f(X])

n | X, | Ya= f(Xn)

Nessa tabela, o intervalo de integragdo (a; b) ¢ dividido em n subintervalos:
hi= X1 —xj, em que i=0,1, 2,..., n—1

Esses subintervalos podem, ou ndo, ter igual comprimento. No caso de serem
iguais, diz-se que os pontos [xj, yi = f(xi)], 1 =0, 1, 2,..., n sdo igualmente espagados e,
entdo, tem-se o passo constante

h=xj;—xj,emquei=0,1,2,..., n-1

Calculam-se as areas dos n trapézios (semi-somas dos comprimentos das bases
multiplicadas pelas alturas):

(172)(yir1 + yi)hi

emquei=0,1,2,..,n-1

A soma dessas areas fornece I, que € um valor préximo de I:
b

It =1= _[f(x)dx
a

Ip =3 (112)(yi1 + yi)hi

emquei=0,1,2,..,n-1
No caso de passo constante,

[ =Ty =5 (12)(ysr +y)h, i=0, 1, 2,..., n-1
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Outras formulas de Newton-Cotes fazem passar ndo uma reta a cada dois pontos,
como no caso da Formula dos Trapézios, mas uma pardbola a cada trés pontos, ou uma
cubica a cada quatro pontos, ¢ assim por diante. O uso de formulas que subentendem
curvas de grau mais alto permite obter, em muitos casos, resultados mais precisos.

Outra técnica € a integragdo gaussiana, mas esta requer a utilizacdo da expressao
algébrica da func¢do integranda f(x).
Resposta a Questdo 2 — Nesta resposta, usa-se a Regra dos Trapézios, com
espacamento constante h = 0,25, para calcular o valor da integral definida:

3,0

I= _[(3)62 — S5x—16)dx
2,0

Inicialmente, constroi-se a tabela de dados. Neste caso, 1 =0, 1, 2, 3, 4. Tém-se
cinco pontos e espacamento constante:

i Xi Yi= f(Xi)
02,00 |-14
11]2,25|-12,0625
212,50 1]-9,75
312,75 | -7,0625
413,004

i=0:yo=1(x0) =3(2,00)* - 5(2,00) - 16 =12 - 10— 16 =—14

i=1:y=1f(x;)=3(2,25) - 5(2,25) - 16 = 12— 10 — 16 = —12,0625

i=2: yo=f(x2) = 3(2,50)* = 5(2,50) — 16 =12 - 10— 16 =— 9,75

i=3:y3=1f(x3) =3(2,75)* - 5(2,75) - 16 = 12— 10 — 16 = — 7,0625

i=4:y,=1(x4) =3(3,000* - 53,000 - 16=12- 10— 16 =— 4
Calculo do valor aproximado da integral I:

[=3(12)(yi1 +y)h,i=0,1,2,..., 4

L= (172)(y1 + yo)(h) + (1/2)(y2 + ya)(h) + (1/2)(ys + y2)(h) + (1/2)(ya + y3)(h)

[=(1/2)[-12,0625 + (-14)](0,25) + (1/2)[ 9,75 + (-12,0625)](0,25)

+ (112)[ =7,0625 + (-9,75)](0,25) + (1/2)[ — 4 + (~7,0625)](0,25)

[=-3,2578125-2,7265625 -2,1015625 - 1,3828125
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=-0,46875=-9,5
Comparagao do valor numérico obtido acima para a integral, com o valor exato,
obtido analiticamente:
3,0
I= J‘(sz —5x—16)dx

2,0

3,0
[ =[x’ —2,5x* - 16x]
2,0
[=[3,0° - 2,5(3,0)" — 16(3,0)] - [2,0° — 2,5(2,0)* — 16(2,0)]
[=[27-22,5—-48]—[8— 10— 32]
[=-43,5+34=-9,5

Conclusao: pode-se dizer que, nesse caso, a Regra dos Trapézios permitiu
calcular com boa precisdo o valor da integral proposta.

Resposta a Questdo 3 — Nesta resposta obtém-se o valor da integral definida
apresentada abaixo com o Método de Newton-Cotes (Formula dos Trapézios). Adota-se
espacamento constante h = 0,15.

1,75

1= _[ (5¢")dx
1,45

Desenvolve-se o processo de cdlculo a partir da montagem da tabela com os
valores de x e f(x). Nessa tabela, i varia de zero até dois.

i X yi = f(Xi)

0]1,45]21,315572
111,60 | 24,765162
21,75 | 28,773013

Agora, pode-se usar a Regra dos Trapézios:
L= (112)(y1 + yo)(h) + (1/2)(y2 + y1)(h)
I=(1/2)(24,765162 + 21,315572)(0,15) + (1/2)(28,773013 + 24,765162)(0,15)

1= (1/2)( 46,080734)(0,15) + (1/2)(53,538175)(0,15)

236



1= 3,456055 + 4,0153631

1=7,4714181

Comparagao desse valor com o valor obtido analiticamente:
1,75

I= J.(Sex) dx
1,45

[=5(""—e"%)=5(5 7546 — 4,2631) = 5(1, 4915) = 7, 4574 = 7 ,46.

Observa-se que o valor obtido numericamente tem boa precisdo. Uma precisao
melhor pode ser alcangada com a adogao de um passo h menor.

Resposta a Questiao 4 — Construgdo de um algoritmo para fazer a aplicagdo do Método
de Newton-Cétes (Formula dos Trapézios) no caso da integragdo da funcao:

fx) = 8’ — 5e™ —12.

Caixa preta inicial:

Dados Resultados

TRAPEZIOS
fx) =8 = 5¢™— 12
a,b,n int

v

v

A tal caixa preta corresponde a um esboco do algoritmo escrito em
pseudolinguagem de programagdo. Nesse esboco ja se podem definir os tipos das
variaveis: A (limite inferior de integracdo); B (limite superior); N (quantidade de
passos); e INT (valor da integral). A fungdo F(X) também ja pode ser definida:
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ALGORITMO TRAPEZIOS
REAL A, B, H, INT
INTEIRO N
F(X) = 8*X*X*X — 5*EXP(2*X) — 12

INICIO

FIM DO ALGORITMO TRAPEZIOS.

Abre-se a caixa preta. Visualiza-se a sua composi¢do interna. As caixas pretas
Entrada dos Dados, Processamento dos Cdlculos e Saida dos Resultados representam
as principais funcionalidades do algoritmo.

i TRAPEZIOS i
i ; i Resultados
Dados | | ENTRADA PROCES- SADA | |
i | DOS SAMENTO DOS :
’ ' | DADOS DOS RESUL- | | ’
A, B H ! CALCULOS TADOS | i INT
| F(X) = |

_____________________________________________

A Entrada dos Dados pode ser detalhada como segue:

(* ENTRADA DOS DADOS: *)
LEIA A, B, H
(* FIM DA ENTRADA DOS DADOS. *)

No detalhamento do Processamento dos Cdlculos, calcula-se o comprimento do
passo, que fica armazenado na variavel H, e o valor da integral, que ¢ guardado na
variavel INT.

(* PROCESSAMENTO DOS CALCULOS: *)
H=(B-A)N
(* CALCULO DAS COORDENADAS DOS PONTOS: *)
X(0)=A; X(N)=B
PARA (IDE 1 ATE N-1) FACA
X)) =X(-1)+H
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Y(I) = F(X(D)
FIM PARA
(* FIM DO CALCULO DAS COORDENADAS DOS PONTOS. *)

(* CALCULO DA INTEGRAL: *)
INT =0
PARA (I DE 0 ATE N-1) FACA
INT = INT + (1/2)*(Y(I) +Y(I+1))*H
FIM PARA
(* FIM DO CALCULO DA INTEGRAL. *)

(* FIM DO PROCESSAMENTO DOS CALCULOS. *)

No detalhamento da Saida dos Resultados, manda-se escrever o valor
armazenado na variavel INT:

(* SAIDA DOS RESULTADOS: *)
ESCREVA ‘INTEGRAL = ¢, INT
(* FIM DA SAIDA DOS RESULTADOS. *)

Agora, reunindo os detalhamentos, apresenta-se o algoritmo completo para o
caso de se desejar usar a Regra dos Trapézios para tentar obter o valor de uma integral
definida, considerando que sdo dados os valores A e B dos limites de integracdo, assim
como a quantidade de passos N, e € conhecida a expressao algébrica da funcao F(X):

ALGORITMO TRAPEZIOS

(* USA A REGRA DOS TRAPEZIOS PARA
CALCULAR UMA INTEGRAL DEFINIDA. *)

REAL X(20), Y(20)

REAL A, B, H, INT

INTEIRO I, N

F(X) = 8*X*X*X — 5¥*EXP(2*X) — 12
INICIO

(* ENTRADA DOS DADOS: *)
LEIA A, B, N
(* FIM DA ENTRADA DOS DADOS. ¥)

(* PROCESSAMENTO DOS CALCULOS: *)
H=(B-A)N

(* CALCULO DAS COORDENADAS DOS PONTOS: *)
X(0)=A; X(N)=B
PARA (IDE 1 ATE N-1) FACA
X(I)=X(I-1) +H
Y(I) = F(X(I))
FIM PARA
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(* FIM DO CALCULO DAS COORDENADAS DOS PONTOS. *)

(* CALCULO DA INTEGRAL: *)
INT =0
PARA (I DE 0 ATE N-1) FACA
INT = INT + (1/2)*(Y(I) +Y(I+1))*H
FIM PARA
(* FIM DO CALCULO DA INTEGRAL. *)

(* FIM DO PROCESSAMENTO DOS CALCULOS. *)
(* SAIDA DOS RESULTADOS: *)

ESCREVA ‘INTEGRAL =, INT
(* FIM DA SAIDA DOS RESULTADOS. *)

FIM DO ALGORITMO TRAPEZIOS.
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PROVA 25— Integracao de Simpson

FOLHA DE QUESTOES:

Questao 1 (dissertativa) — Por favor, escreva uma pequena dissertacao de, pelo menos,
uma pagina, sobre o modo de integrar fungdes com a Formula de Simpson 1/3.
Apresente formulas, figuras e exemplos que possam enriquecer sua apresentacao.

Questao 2 (numérica) — Use a Formula de Simpson 1/3 (ou das Pardbolas) para obter o
valor da integral definida:

3,00
I = Jf(x)dx
2,00

2X

em que f(x) = x’ + e ** — 5, considerando a tabela apresentada a seguir:

i 0 1 2 3 4
Xi 2,00 2,25 2,50 2,75 3,00
yi =f(xi) | 3,0183156 | 6,4017339 | 10,631737 | 15,800961 | 22,002478

Por favor, ndo deixe de indicar claramente todas as operagdes efetuadas. Além
disso, compare o resultado calculado numericamente com o resultado obtido
analiticamente.

Questiao 3 (numérica) — Calcule o valor da integral definida

1,4

[= ,[ (3x* + 2)dx
1,0

com o emprego da Formula de Simpson 1/3. Por favor, use espagamento constante h =
0,1. Indique todas as operagdes efetuadas durante o processo de célculo.

Questiao 4 (algoritmo) — Por favor, construa um algoritmo estruturado em trés blocos
de instrucdes (Entrada dos Dados, Processamento dos Calculos e Saida dos Resultados)
para formalizar a aplicagdo da integracdo numérica de fungdes com a Formula de
Simpson 1/3.

Boa Prova!
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RESPOSTAS:

Resposta a Questao 1 — Na integracdo de fungdes em que os limites de integracao,
inferior e superior, sdo finitos, pode-se empregar a Formula de Simpson 1/3, também
denominada de Férmula Parabodlica (ou das Pardbolas). Seu emprego precisa de uma
tabela em que se tenham pontos definidos pelos valores de suas abscissas e ordenadas:
[x, f(x)], tendo em mente que f(x) € a fun¢do que se deseja integrar.

A quantidade de pontos assim definidos deve ser impar, igual a trés ou maior do
que trés. Essa exigéncia se compreende uma vez que, no uso da Formula de Simpson
1/3 passa-se uma parabola a cada trés pontos e calcula-se a area sob cada uma dessas
paréabolas. No caso de haver uma quantidade par de pontos - por exemplo, quatro pontos
- a integragdo pode ser realizada, mas ndo com uso exclusivo da Formula de Simpson
1/3: pode-se empregar esta formula enquanto for possivel e, depois, uma vez a Formula

dos Trapézios. A area sob as parabolas ¢ somada aquela sob a reta para se ter o valor da
integral.

A deducdo da Férmula das Pardbolas pode tomar o seguinte aspecto: deseja-se
calcular

X2n

I= _[ f(x)dx

X0

A tabela que representa a funcao f(x) possui 2n+1 pontos: [xi, y = f(xi)],1=0, 1,
2,3...,2n+1.

A quantidade de parabolas é n; e 2n € a quantidade de subintervalos.

Pelos trés primeiros pontos, (X, yo), (X1, y1) € (X2, y2) passa a parabola py;

A parabola p; passa pelos pontos (X2, y2), (X3, y3) € (X4, Ya);

A parébola p; passa por (X4, ya), (Xs, ¥s) € (X6, ¥6);

E assim por diante.

Ora, a pardbola qualquer, p;, pode ser definida por pi(x) = ax” + bx + c.

Para x = x;;:
pi(xi1) = a(xi1)” + b(xi1) + ¢ = yiui

Para x =x;:
pi(Xi) = a(Xi)2 + b(Xi) +c= Vi

Para x = x41:
pi(xi+1) = a(Xir1)* + b(Xir1) + ¢ = Y1
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O sistema de trés equacdes com trés incdgnitas pode ser resolvido, obtendo-se, a,
b e ¢). Com esses valores calcula-se a integral I;:

Xi+1 Xi+1 Xi+1

I = _[ pi(x)dx = J (ax® + bx +c)dx = [(a/3)x3 +(b2)x* + cx]

Xi-1 Xi-1 Xi-1

Se o espacamento ¢ constante, entdo, X;+1—x;=h,1=0, 1, 2, ..., 2n. Nesse caso,
Ii= (h/3)[yi1 + 4yi + yi+1] para uma parabola.

Considerando as n parabolas,
I=L +L+..+1,
E entao,
I = (h/3)[yo + 4S1 + 2S; + yan]
Em que:
Si =y +ys+..+ymi(éasomadas ordenadas de indice impar); e
Sy, =y2+ys+...+ym2(éasoma das ordenadas internas de indice par).

Resposta a Questao 2 — Neste caso, deve-se realizar uma integracao com a Formula de
Simpson 1/3 (ou das Parabolas) para obter o valor de:

3,00
I = jf(x)dx
2,00
em que f(x) =x’ +e - 5.
Considera-se a tabela:
i 0 1 2 3 4
X; 2,00 2,25 2,50 2,75 3,00
yi = f(x;) | 3,0183156 | 6,4017339 | 10,631737 | 15,800961 | 22,002478
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Tem-se 2n+1 = 5 (quantidade de pontos); n = 2 (quantidade de parabolas); 2n =
4 (quantidade de subintervalos); e h = 0,25 (espacamento constante). A formula a ser
usada é:

[ = (h/3)[yo + 4S1 + 257 + yan]
Em que:
Si=yi1+ys+..+ym1(éasomadas ordenadas de indice impar); e
S, =y, +ys+...+ya2(é asoma das ordenadas internas de indice par).
Neste caso,
Si=y; +y3;=6,4017339 + 15,800961 = 22,202694
S; =y,=10,631737
Entao,
1=(0,25/3)[3,0183156 + 4(22,202694) + 2(10,631737) + 22,002478]
1=(0,083333333)[3,0183156 +88,810776 + 21,263474 + 22,002478]
1=(0,083333333)[135,09504]
1=11,257915

A seguir, desenvolve-se o procedimento analitico para o calculo do valor da
integral. O objetivo ¢ compara-lo com o valor obtido numericamente.

Integrando por partes:

,[ (x*+e*—5)dx = J- (x)dx + J- (e )dx + J- (=5)dx

I (x> +e P -5)dx = (1/4)x* + (=1/2)(e ) + (=5x) + C
Em que C ¢ uma constante de integracao.
Considerando os limites de integracdo:
3,00

3,00
[ = _[ (x’+e > -5)dx = [(1/4)x4+(—1/2)(e '2")+(—5x)]
2,00 2,00

1= [(1/4)(3%) - (172)(e *P) = 5(3)] - [(1/4)(2*) - (1/2)(e ) - 5(2)]
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1=120,25-0,0012393 — 15] — [4 —0,00911578 — 10]

[=15,2487606] — [-6,0091578]

[=11,257918.

Conclusdo: Observa-se que o procedimento analitico e o método numérico
conduziram a resultados muito préximos.
Resposta a Questido 3 — Para responder a esta questdo, calcula-se o valor da integral
definida:

1,4

[= J (3x* + 2)dx
1,0

com o emprego da Formula de Simpson 1/3. Neste problema, usa-se espagamento
constante h = 0,1. Faz-se indicac¢do de todas as operacgdes efetuadas.

Inicialmente, constrdi-se a tabela com as coordenadas dos pontos que representa
a fungdo f(x) = 3x” + 2 a ser integrada:

i 0 1 2 3 4
Xi 10 1,1 | 1,213 ] 14
yi =f(xi) | 5,00 | 5,63 |1 6,32 | 7,07 | 7,88

Agora, tem-se:
2n+1 =5 (quantidade de pontos);
n = 2 (quantidade de parabolas);
2n =4 (quantidade de subintervalos); e
h =0,1 (espagamento constante).
A férmula a ser usada é:
I=(h/3)[yo + 4S1 + 2S, + yon]
Em que:
Si =y +ys+..+ywm€asoma das ordenadas de indice impar; e

S, =y, +ya+ ...+ yu2¢€asoma das ordenadas internas de indice par.

Neste caso,
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S] =Vi + Y3 = 5,63 + 7,07 = 12,7

Sz =y2= 6,32

Entao,

1= (0,1/3)[ 5,00 +4(12,7) + 2(6,32) + 7,88]
1=(0,0333333)[ 5,00 + 50,8 + 12,64 + 7,88]
1=(0,0333333)[76,32]

1=2,5439974

Calculo analitico da integral:

1,4 1,4
I= ,[ (3x” +2)dx = [x3 + 2x]
1,0 1,0

1= [(1,4)° +2(1,4)] - [(1,0)’ + 2(1,0)]

1=[2,744 +2,8] - [1,0 +2,0]

[ =[5,544] - [3,0]

1=2,544

Conclusdo: o valor obtido de modo analitico e o valor obtido numericamente

estdo muito proximos.

Resposta a Questio 4 — No algoritmo que se pretende construir a fungdo a integrar ¢
representada por n+1 pontos dados por suas coordenadas: x;, y;, 1 = 0, 1, ..., n. O
espacamento dos pontos € constante: h (que, por simplicidade, ¢ um valor lido, embora,
a rigor, pudesse ser calculado sem aumentar demais a complexidade do algoritmo).

Inicia-se o processo de elaboracao do algoritmo com o desenho de uma caixa
preta que representa, graficamente, o algoritmo no nivel mais alto de abstracao:
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Dados Resultados
) Simpson_1/3 >
n, h, x;, yi, int
i=0,1...n

Agora, faz-se um esbogo do algoritmo (este, escrito em pseudolinguagem de

programacao). Nessa fase de desenvolvimento do algoritmo ja se podem definir os tipos
de algumas variaveis:

N (quantidade de subintervalos);
H (passo);

X(I) e Y(I) (coordenadas dos pontos que representam a funcao a integrar); e
INT (valor da integral):

ALGORITMO SIMPSON 1/3

REAL X(49), Y(49), H, INT
INTEIRO N

INICIO

FIM Db ALGORITMO SIMPSON _1/3.

No detalhamento, visualiza-se a estrutura interna do algoritmo. As caixas pretas
Entrada dos Dados, Processamento dos Calculos e Saida dos Resultados correspondem
as funcionalidades que os nomes ja sugerem.
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SIMPSON 1/3

Dados : i Resultado
ENTRADA PROCES- SAIDA L
DOS SAMENTO DOS ! .
| DADOS DOS RESUL- | | g
N, H, | CALCULOS TADOS | | INT
X(D), Y(I) ! |
1=0,1,....N Bt

A seguir, detalha-se cada uma das funcionalidades. Reinem-se os detalhamentos
realizados:

ALGORITMO SIMPSON_1/3

(* INTEGRA UMA FUNCAO DADA POR UM
CONJUNTO DE PONTOS. USA A FORMULA
DAS PARABOLAS (SIMPSON 1/3). %)

REAL X(49), Y(49), S1, S2, H, INT
INTEIRO I, N

INIiCIO

(* ENTRADA DOS DADOS: *)
LEIA N, H
PARA (I DE 0 ATE N) FACA
LEIA X(I), Y(I)
FIM PARA
(* FIM DA ENTRADA DOS DADOS. *)

(* PROCESSAMENTO DOS CALCULOS: *)

(* CALCULO DE S1: ¥)
S1=0
PARA (I DE 1 ATE 2*N-1 DE 2 EM 2) FACA
S1=S1+Y()
FIM PARA
(* FIM DO CALCULO DE S1. *)

(* CALCULO DE S2: *)
S2=0
PARA (IDE 2 ATE 2*N-2 DE 2 EM 2) FACA
S2=S2+Y()
FIM PARA
(* FIM DO CALCULO DE S2. *)
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(* CALCULO DA INTEGRAL: *)
INT = (H/3)*(Y(0) + 4*S1 + 2*S2 + Y(2*N))
(* FIM DO CALCULO DA INTEGRAL. *)

(* FIM DO PROCESSAMENTO DOS CALCULOS. *)
(* SAIDA DOS RESULTADOS: *)

ESCREVA ¢ INTEGRAL = ¢, INT
(* FIM DA SAIDA DOS RESULTADOS. *)

FIM DO ALGORITMO SIMPSON_1/3.
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Parte II - PROJETOS
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PROJETO 11 (Programa Sistema_Linear) — Construa um programa estruturado em
linguagem Pascal para resolver um sistema de trés equacgdes lineares pela Regra de
Cramer.

Solucio
Inicialmente, consideremos um algoritmo para resolver o sistema AX = B:

ALGORITMO CRAMER
REAL A(3,3), B(3)
REAL DET, DET1, DET2, DET3
REAL X1, X2, X3
INTEIRO 1, J

INICIO

(* ENTRADA DOS DADOS: *)
PARA (I DE 1 ATE 3) FACA
LEIA A(I, J) PARA J DE 1 ATE 3, B()
FIM PARA
(* FIM DA ENTRADA DOS DADOS. *)

(* PROCESSAMENTO DOS CALCULOS: *)
(* UTILIZACAO DA REGRA DE SARRUS: *)
(* DETERMINANTE PRINCIPAL: *)
DET = A(1,1)*A(2,2)*A(3,3)+A(1,2)*A(2,3)*A(3,1)+A(1,3)*A(3,2)*A(2,1)
~A(1,3)*A(2,2)*A(3,1)-A(2,3)*A(3,2)*A(1,1)-A(3,3)*A(2,1)*A(1,2)
(* PRIMEIRO DETERMINANTE CARACTERISTICO: *)
DETI1 = B(1)*A(2,2)*A(3,3)+A(1,2)*A(2,3)*B(3)+A(1,3)*A(3,2)*B(2)
“A(1,3)*A(2,2)*B(3)-A(2,3)*A(3,2)*B(1)-A(3,3)*B(2)*A(1,2)
(* SEGUNDO DETERMINANTE CARACTERISTICO: *)
DET2 = A(1,1)*B(2)*A(3,3)+B(1)*A(2,3)*A(3,1)+A(1,3)*B(3)*A(2,1)
~A(1,3)*B(2)*A(3,1)-A(2,3)*B(3)*A(1,1)-A(3,3)*A(2,1)*B(1)
(* TERCEIRO DETERMINANTE CARACTERISTICO: *)
DET 3 = A(1,1)*A(2,2)*B3)+A(1,2)*B(2)*A(3,1)+B(1)*A(3,2)*A(2,1)
“B(1)*A(2,2)*A(3,1)-B(2)*A(3,2)*A(1,1)-B(3)*A(2,1)*A(1,2)
(* SOLUCAO DO SISTEMA LINEAR: *)
X1 = DETI/DET; X2 = DET2/DET; X3 = DET3/DET
(* FIM DO PROCESSAMENTO DOS CALCULOS. *)

(* SAIDA DOS RESULTADOS: *)
ESCREVA ‘X1="°X1,‘X2="4X2,X3="4 X3
(* FIM DA SAIDA DOS RESULTADOS. ¥)

FIM DO ALGORITMO CRAMER.
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Agora, temos uma implementacao Pascal desse algoritmo:

Program Cramer;

uses crt; var
a:array[1..3,1..3] of real;
b:array[1..3] of real;
det, detl, det2, det3: real;
x1, x2, x3: real;
1,: integer;

begin

{* ENTRADA DOS DADOS: *}
clrscr;
writeln('Este programa resolve um sistema ax=b de');
writeln('trés equagoes lineares pela Regra de Cramer.");
writeln('Por favor, digite os elementos da matriz a');
writeln('e do vetor b por linhas.");
for i:=1 to 3 do begin
for j:=1 to 3 do begin
writeln('Digite a[',1,',',j,']:"); readln(a[1,j]);
end; {for}
writeln('Digite b[',1,']:"); readln(b[1]);
end; {for}

writeln('***************************************')

{* FIM DA ENTRADA DOS DADOS. *}

b

{* PROCESSAMENTO DOS CALCULOS: *}

det:=
a[1,1]*a[2,2]*a[3,3]+a[1,2]*a[2,3]*a[3,1]+a[1,3]*a[3,2]*a[2,1]
-a[1,3]*a[2,2]*a[3,1]-2[2,3]*a[3,2] *a[1,1]-a[3,3]*a[2,1]*a[1,2];

detl:=
b[1]*a[2,2]*a[3,3]+a[1,2]*a[2,3]*b[3]+a[1,3]*a[3,2]*b[2]
-a[1,3]*a[2,2]*b[3]-a[2,3]*a[3,2]*b[1]-a[3,3]*b[2]*a[1,2];

det2:=
a[1,1]*b[2]*a[3,3]+b[1]*a[2,3]*a[3,1]+a[1,3]*b[3]*a[2,1]
-a[1,3]*b[2]*a[3,1]-a[2,3]*b[3]*a[1,1]-b[3]*a[2,1]*a[1,2];

det3:=
a[1,1]*a[2,2]*b[3]+a[1,2]*b[2]*a[3,1]+b[1]*a[3,2]*a[2,1]
-b[1]*a[2,2]*a[3,1]-b[2]*a[3,2]*a[1,1]-b[3]*a[2,1]*a[1,2];

x1:= detl/det;
x2:= det2/det;
x3:= det3/det;

{* FIM DO PROCESSAMENTO DOS CALCULOS. *}
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{* SAIDA DOS RESULTADOS: *}

Writeln('***************************************');

readkey;

writeln('Determinante Principal:',det);

readkey;

writeln('Primeiro Determinante Caracteristico:',detl);
readkey;

writeln('Segundo Determinante Caracteristico:',det2);
readkey;

writeln('Terceiro Determinante Caracteristico:',det3);
writeln(' ";

readkey;

writeln(' SOLUCAO DO SISTEMA: );

writeln(' ";

writeln("  x1 ='x1);

writeln(" x2 ="x2);

writeln(" x3 ='x3);

readkey;
{* FIM DA SAIDA DOS RESULTADOS. *}
end.{* FIM DO PROGRAMA CRAMER.*}

E uma execucao do programa Cramer:

Este programa resolve um sistema ax=b de
trés equacoes lineares pela Regra de Cramer.
Por favor, digite os elementos da matriz a
e do vetor b por linhas.

Digite a[1,1]:

4

Digite a[1,2]:

-3

Digite a[1,3]:

2

Digite b[1]:

-1

Digite a[2,1]:

1

Digite a[2,2]:

4

Digite a[2,3]:

-4

Digite b[2]:

-1

Digite a[3,1]:

-2

Digite a[3,2]:

3
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Digite a[3,3]:

1

Digite b[3]:

-4

sk sk sk st ske sk sk st sk st sfe s sk sk sie sie sk sk sk sk st ske sk sk st sie sk sk s sk skeosie sk s skeoskeoskeske sk
sk sk sk st sk ske sk st sk st ske sk sk sk st sk ske sk st kst sk ske sk skeoskeosie sk sk skeskeosieske sk skeoskeskosksk

Determinante Principal: 6.5000000000E+01

Primeiro Determinante Caracteristico:-4.1000000000E+01
Segundo Determinante Caracteristico:-1.0000000000E+02
Terceiro Determinante Caracteristico:-8.1000000000E+01

SOLUCAO DO SISTEMA:
x1 =-6.3076923077E-01

x2 =-1.5384615385E+00
x3 =-1.2461538462E+00
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PROJETO 12 (Programa Gauss) — Construa um programa computacional estruturado
em linguagem Pascal para resolver um sistema de n equagdes lineares e n incdgnitas

pelo Método da Elimina¢ao Gaussiana.

program EliminacaoGaussiana;
uses crt;
var
1,J,k,kk,n: integer;
a:array[1..10,1..10] of real;
c:array[1..10] of real;
x:array[1..10] of real;
m,soma: real;
begin
{ENTRADA DOS DADOS:}
clrscr;
writeln('Este programa resolve um sistema
de equacoes lineares');
writeln('pelo metodo de Eliminacao
Gaussiana.');
writeln('Digite a quantidade de equacoes:');
readln(n);
writeln('Digite os elementos da matriz
aumentada A|C por linhas:");
for i:=1 to n do begin
for j:=1 to n do begin
writeln('Digite a[',i,",',j,"]:");
readln(a[i,j]);
end; {for}
writeln('Digite c[',1,']:");
readln(c[i]);
end; {for}
{TESTE RELATIVO AOS DADOS:}
for i:=1 to n do begin
if(abs(a[i,i])<0.1) then begin
writeln('Elemento da diagonal principal
da matriz eh nulo");
writeln('ou muito proximo de zero'");
writeln("A EXECUCAO DEVE SER
INTERROMPIDA");
readkey;
end; {if}
end; {for}

Writeln (Vs F itttk ook ko
ot )
9

{FIM DO TESTE RELATIVIO AOS
DADOS.}

{PROCESSAMENTO DOS CALCULOS:}
{Primeira Etapa - Triangularizacao de A:}
for k:=1 to n-1 do begin

Este programa resolve um sistema de
equacoes lineares

pelo metodo de Eliminacao Gaussiana.
Digite a quantidade de equacoes:

3

Digite os elementos da matriz aumentada
A|C por linhas:

Digite a[1,1]:

3

Digite a[1,2]:

2

Digite a[1,3]:

4

Digite c[1]:

1
Digite a[2,1]:
1
Digite a[2,2]:
1
Digite a[2,3]:
2

Digite c[2]:

2

Digite a[3,1]:
4

Digite a[3,2]:
3

Digite a[3,3]:
-2

Digite c[3]:

3

sk sk sfe sk sk sk sk sk sk sk sk sk st sk sk sk sk sk sk st sk skeoske sk sk sk stk sk skeoskesk sk sk
ook skoskeosk skok sk

Resultados obtidos:
x[1]=-2.3333333333E+00
x[2] = 3.7500000000E+00
x[3] = 1.2500000000E-01
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for i:=k+1 to n do begin
m:=a[i,k]/a[k.k]; {pivo}
a[1,k]:=0;
for j:=k+1 to n do begin
ali.jl:=alijl-m*a[k,];
c[i]:=c[i]-m*c[k];
end; {for}
end; {for}
end; {for}
readkey;
{Segunda Etapa - Retrossubstituicao:}
x[n]:=c[n]/a[n,n];
for kk:=1 to n-1 do begin
k:=n-kk; soma:=0;
for j:=(k+1) to n do begin
soma:=soma-+a[k,j]*x[j];
x[k]:=(c[k]-soma)/a[k,k];
end; {for}
end; {for}
readkey;
{FIM DO PROCESSAMENTO DOS
CALCULOS.}
{SAIDA DOS RESULTADOS:}
writeln('Resultados obtidos:');
for i:=1 to n do begin
writeln("x[',1,'] = ",x[1]);
end; {for}
readkey;
end.
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PROJETO 13 (Programa LU) — Construa um programa estruturado em Pascal para
realizar a resolu¢ao de um sistema linear com o Método da Fatoragao LU.

SOLUCAO: Implementacéo do Algoritmo Fatoracdo_LU em Pascal.

Segue abaixo o programa implantado em Pascal com o uso do compilador Borland
Turbo Pascal. O programa é executado em um caso simples de um sistema de duas
equacgoes lineares com duas incognitas.

PROGRAM FATORACAO LU;
USES CRT;
VAR
A,L,UM: ARRAY[1..50,1..50] OF REAL;
C,Y,X: ARRAY[1..50] OF REAL;
SOMA: REAL;
LJ,K,N: INTEGER;
BEGIN
CLRSCR;
{* ENTRADA DE DADOS: *}
WRITELN('Este programa resolve sistemas');
WRITELN('de equagdes lineares pelo método da');
WRITELN('Fatoracao LU. O sistema a ser resolvido');
WRITELN('deve estar na forma Ax=C, em que A ¢ a');
WRITELN("matriz dos coeficientes, x ¢ o vetor');
WRITELN('das incognitas e C ¢ a matriz dos termos');
WRITELN('independentes.');
WRITELN('Escreva a ordem do sistema linear (limite=50) : ');
WRITE('n="); READ(n);
WRITELN("Entre agora com o valor dos elementos da matriz A:');
FOR I:=1 TO N DO BEGIN
FOR J:=1 TO N DO BEGIN
WRITE(A[L',J,"1=");
READ(A[LJ]); END;
WRITELN('Entre com o valor do elemento C[',1,'] da matriz C:'");
WRITE('C[\L']=");
READ(C[I]);
WRITELN(""); END;
{* FIM DA ENTRADA DE DADOS.* }
{* PROCESSAMENTO DOS CALCULOS: *}
{* CONSTRUCAO DA MATRIZ U: *}
FOR I:=1 TO N DO BEGIN
FOR J:=1 TO N DO
U[LJ]:=A[LJ] END;
FOR J:=1 TO N-1 DO BEGIN
FOR [:=J+1 TO N DO BEGIN
M[LJ]:=U[LJ)/U[LJI];
FOR K:=J TO N DO U[LK]:=U[LK] - M[LJ]*U[J,K];
END; END;
{* FIM DA CONSTRUCAO DA MATRIZ U. *}
{* CONSTRUCAO DA MATRIZ L: *}
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FOR I:=1 TO N DO BEGIN

FOR J:=1 TO N DO L[LI]:=0; END;

FOR I:=1 TO N DO BEGIN

FOR J:=1 TON DO BEGIN

L[LI]:=1;

IF I>J THEN

L[I,J]:=M[LJ]; END; END;

{* FIM DA CONSTRUCAO DA MATRIZ L. *}

{* RESOLUCAO DO SISTEMA LY=C: *}
Y[1]:=C[1]/L[1,1];

FOR I:=2 TO N DO BEGIN

SOMA:=C[I];

FOR J:=1 TO I-1 DO SOMA:= SOMA-L[LJ]*Y[J];
Y[I1]:=SOMA/L[L]]; END;

{* FIM DA RESOLUCAO DO SISTEMA LY=C. *}
{* RESOLUCAO DO SISTEMA UX=Y: *}
X[N]:=Y[N]J/U[N,N];

{* FIM DA RESOLUCAO DO SISTEMA LY=C. *}
{* RESOLUCAO DO SISTEMA UX=Y: *}
X[N]:=Y[N]/U[N,NJ;

FOR K:=1 TO N-1 DO BEGIN

I:=N-K;

SOMA:=Y[I];

FOR J:=(I+1) TO N DO SOMA:=SOMA-U[LI]*X[J];
X[1]:=SOMA/U[LI]; END;

{* FIM DA RESOLUCAO DO SISTEMA UX=Y. *}

{* FIM DO PROCESSAMENTO DOS CALCULOS .*}

READKEY;
WRITELN('");

{* SAIDA DOS RESULTADOS: *}
WRITELN('"Matriz dos valores de X:');

FOR I:=1 TO N DO WRITELN('X[\L,']=",X[1]:5:4);
WRITELN('FIM. ");

{* FIM DA SAIDA DOS RESULTADOS. *}
READKEY;

END.
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RESULTADO DE UMA EXECUCAO:

Este programa resolve sistemas

de equagoes lineares pelo método da

Fatoragao LU. O sistema a ser resolvido

deve estar na forma Ax=C, em que A ¢ a

matriz dos coeficientes, x € 0 vetor

das incognitas e C ¢ a matriz dos termos
independentes.

Escreva a ordem do sistema linear (limite=50) :
n=2

Entre agora com o valor dos elementos da matriz A:
Al1,1]1=3

All1,2]=-2

Entre com o valor do elemento C[1] da matriz C:
C[1]=5

Al2,1]=-1

A[2,2]=5

Entre com o valor do elemento C[2] da matriz C:
C[2]=6

Matriz dos valores de X:
X[1]=2.8462
X[2]=1.7692

FIM.
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PROJETO 14 (Programa Gauss_Seidel) — Construa um programa Pascal de modo
estruturado para resolver um sistema de n equagdes lineares simultaneas com o uso do

Método Iterativo de Gauss-Seidel.

program GaussSeidel;
{INE 5202 Calculo Numerico em
Computadores}
uses crt;
var
1,j,n,it,itmax,liminf,limsup:integer;
prec,precmin,somapre,somapos:real;
a:array[1..10,1..10] of real;
c:array[1..10] of real;
x:array[1..10,1..10] of real;
begin
{DADOS:}
clrscr;
writeln('Este programa resolve um sistema
de equacoes lineares');
writeln('pelo metodo iterativo de Gauss-
Seidel');
readkey;
writeln('Digite a quantidade de equacoes');
readln(n);
writeln('Digite os elementos da matriz
aumentada A|C por linhas');
for i:=1 to n do begin
for j:=1 to n do begin
writeln('Digite a[',1,',',j,']");
readln(a[i,j]);
end; {for}
writeln('Digite c[',1,']");
readIn(c[i]);
end; {for}
writeln('Digite a quantidade maxima de
iteracoes:');
readIn(itmax);
writeln('Digite a precisao minima
aceitavel:');
readln(precmin);
{TESTE RELATIVO AOS DADOS:}
for i:=1 to n do begin
if(abs(a[1,1])<0.1) then begin
writeln('"Elemento da diagonal principal
da matriz eh nulo");
writeln('ou muito proximo de zero');
writeln('A EXECUCAO DEVE SER
INTERROMPIDA");
readkey;

{ITERACOES}
while((it<=itmax)and(prec>=precmin))do
begin
writeln('Iteracao Numero ',it);
prec:=0.0;

for i:=1 to n do begin
somapre:=0.0;
if(i>1)then begin
for j:==1 to i-1 do begin
somapre:=somapre+a[i,j]*x[j,it+1];
end; {for}

end; {if}
somapos:=0.0;
if(i<n)then begin

for j:=i+1 to n do begin
somapos:=somapos+a[i,j]*x[j,it];
end; {for}
end; {if}
{CALCULO DE NOVA ESTIMATIVA
DA SOLUCAO DO SISTEMA:}
x[1,it+1]:=(c[i]-somapre-somapos)/a[i,i];
prec:=prect+abs(x[1,it+1]-x[1,it]);
writeln('x[',1,'] = ",x[1,it+1]);
end; {for}
writeln('prec :=',prec);
it:=it+1;
readkey;
end; {while}
{SAIDA DOS RESULTADOS}
if(prec<precmin)then begin
writeln('Houve convergencia do processo
iterativo');
writeln("para a solucao do sistema');
writeln('em ',it,' iteracoes, com prec =
,prec);
end; {if}
if(prec>precmin)then begin
writeln('A precisao desejada nao foi
obtida');
writeln('"Foram realizadas ',it," iteracoes');
writeln(‘com prec =',prec);
end; {if}
writeln('ultimos valores obtidos:");
for i:=1 to n do begin
writeln('x[',1,'] = ",x[1,it]);
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end; {if}
end; {for}
“qﬁehKW****************************
***************3.
2

{PROCESSAMENTO}
{INICIALIZACOES:}
it:=1;prec:=1000.0;

for i:=1 to n do begin x[1,it]:=c[i]/a[1,1];
end; {for}

end; {for}
writeln('prec = ',prec);
readkey;

end.

Este programa resolve um sistema de equacoes
lineares

pelo metodo iterativo de Gauss-Seidel.
Digite a quantidade de equacoes:

3

Digite os elementos da matriz aumentada A|C
por linhas:

Digite a[1,1]:

5

Digite a[1,2]:

1

Digite a[1,3]:

1

Digite c[1]:

5

Digite a[2,1]:

3

Digite a[2,2]:

4

Digite a[2,3]:

1

Digite c[2]:

6

Digite a[3,1]:

3

Digite a[3,2]:

3

Digite a[3,3]:

6

Digite c[3]:

0

Digite a quantidade maxima de iteracoes:
20

Digite a precisao minima aceitavel:
0.00001

>k s ok sk sk s sk s sk sk sk sk s sk s sk sk sk sk s sk sk sk sk sk skosk sk sk sk ko sk sk
sk sk sk sk

Iteracao Numero 1:
x[1]= 7.0000000000E-01

Iteracao Numero 4:

x[1]= 1.0004625000E+00
x[2] = 9.9888750000E-01

x[3]=-9.9967500000E-01

prec := 8.2124999999E-03

sk 3k s sk sk sk sk sk ok s ke sk sk sk sk sk s ke sk sk sk sk sk sk s sk sk skeosk sk skokesk skosk
skeoskeoskoskoskoskosk

Iteracao Numero 5:

x[1]= 1.0001575000E+00
x[2] = 9.9980062500E-01

x[3] =-9.9997906250E-01

prec := 1.5221874992E-03

sk sk sfe sk sfe sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sfe sk ske sk sk sk sfe sk sk skeosk sk skeoskesk skosk
skokskoskook koo

Iteracao Numero 6:

x[1]= 1.0000356875E+00
x[2] = 9.9996800000E-01
x[3] =-1.0000018438E+00
prec := 3.1196875079E-04

>k ok 2 sk sk sk sk s ok s sk sk sk sk sk sk s sk s sk sk sk sk sk sk sk sk skosk sk skoskosk ko
skokoskoskoskoskosk

Iteracao Numero 7:

x[1]= 1.0000067688E+00
x[2] = 9.9999538438E-01

x[3] =-1.0000010766E+00
prec := 5.7070314142E-05

sk sk sfe sk sfe sk sk sk sk sk sk sfe sk ske sk sk s sk sfe sk ske sk sk sk sfe sk sk skeoske sk skeoskesk skosk
skokskoskock koo

Iteracao Numero 8:

x[1]= 1.0000011384E+00
x[2] = 9.9999941531E-01
x[3] =-1.0000002769E+00
prec := 1.0460940757E-05

>k ok 2 sk ok sk sk s ok s sk sk sk sk sk ok s sk s sk sk s sk sk sk sk sk skosk ki sk ko
skokoskoskoskoskosk

Iteracao Numero 9:

x[1]= 1.0000001723E+00
x[2] = 9.9999993998E-01
x[3] =-1.0000000561E+00
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x[2] = 9.7500000000E-01
x[3] =-8.3750000000E-01
prec := 1.6625000000E+00

sk sk sfe sk ske sk sk sk ke sk sk ske sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk
ook sk skosk ok

Iteracao Numero 2:

x[1]= 9.7250000000E-01
x[2] = 9.8000000000E-01
x[3] =-9.7625000000E-01
prec := 4.1625000000E-01

>k s ok sk sk s sk s sk sk sk sk s sk s sk s sk sk s sk s s sk sk skosk skt sk sk ko sk sk
sk skokosk sk

Iteracao Numero 3:

x[1]= 9.9925000000E-01
x[2] = 9.9462500000E-01
X[3]=-9.9693750000E-01
prec ;= 6.2062499999E-02

sk ke sfe sk ske sk sk sk ke sk sk sk sk sk sk sk sk sk ske sk sk sk sk sk sk sk skeoske sk sk sk skeoske skoskosk
o ok sk okosk ok

Iteracao Numero 5:
x[1]= 1.0001575000E+00

prec := 1.7115207811E-06

sk sk sfe sk sfe sk sk sk sk sfe sk sfe sk sk sk sk sk sk sfe sk ske sk sk sk sfe sk sk skeosk sk sk sk skosk
kokskoskook koo

Houve convergencia do processo iterativo
para a solucao do sistema

em 10 iteracoes, com prec = 1.7115207811E-
06

Ultimos valores obtidos:

x[1]= 1.0000001723E+00

x[2] = 9.9999993998E-01
x[3]=-1.0000000561E+00

prec = 1.7115207811E-06
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PROJETO 15 (Programa N&o_Linear) — Faga um programa estruturado em Pascal
para verificar se um dado conjunto de valores satisfaz a um sistema de equagdes nao-

lineares.
Solucio — Vamos considerar o sistema ndo linear dado a seguir.
3sen(x) -4y — 12z —1=0

4x* 8y —10z+5=0
2" +2y+3z—-8=0

Para verificar se um conjunto de valores satisfaz esse sistema, podemos construir um

algoritmo como segue:

ALGORITMO VERIFVALORES
REAL A, B, C
REAL VALF1, VALF2, VALF3
FI(X, Y, Z) =3*SEN(X) — 4*Y — 12*Z — |
F2(X, Y, Z) = 4*X*X — 8*Y — 10*Z +5
F3(X, Y, Z) = 2*EXP(X) + 2*Y + 3*Z — 8
INICIO

(* ENTRADA DOS DADOS: *)
LEIA A, B, C
(* FIM DA ENTRADA DOS DADOS: *)

(* PROCESSAMENTO DOS CALCULOS: *)

VALF1 =FI(A, B, C)

VALF2 = F2(A, B, C)

VALF3 = F3(A, B, C)

VAL = ABS(VALF1) + ABS(VALF2) + ABS(VALF3)
(* FIM DO PROCESSAMENTO DOS CALCULOS: *)

(* SAIDA DOS RESULTADOS: *)
ESCREVA ‘DADOS DE ENTRADA: ’
ESCREVA ‘VALOR DE FI =, VALF1
ESCREVA ‘VALOR DE F2 = ¢, VALF2
ESCREVA ‘VALOR DE F3 =, VALF3
SE (VAL) IGUAL 0.0) ENTAO
ESCREVA ‘VALORES SATISFAZEM SISTEMA’
FIM SE
SE (VAL) NAO IGUAL 0.0) ENTAO
ESCREVA ‘VALORES NAO SATISFAZEM SISTEMA’
FIM SE
(* FIM DA SAIDA DOS RESULTADOS: *)

FIM DO ALGORITMO VERIFVALORES.
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Tal algoritmo pode ser codificado em linguagem Pascal:

Program VerifValores;
uses crt; var

X, Y, z, val : real;

valfl, valf2, valf3 :real;

function f1(x,y,z:real):real;
begin f1:=3*sin(x)-4*y-12*z-1; end;

function f2(x,y,z:real):real;
begin 2:=4*x*x-8*y-10*z+5; end,

function f3(x,y,z:real):real;
begin f3:=2*exp(x)+2*y+3*z-8; end;

begin

readkey;

{* ENTRADA DOS DADOS: *}
writeln('Digite o valor de x:');readln(x);
writeln('Digite o valor de y:");readln(y);
writeln('Digite o valor de z:");readIn(z);

{* FIM DA ENTRADA DOS DADOS. *}

{* PROCESSAMENTO DOS CALCULOS: *}
valfl:=f1(x,y,z);
valf2:=f2(x,y,z);
valf3:=f3(x,y,z);
val:=abs(valfl)+abs(valf2)+abs(valf3);

{* FIM DO PROCESSAMENTO DOS CALCULOS. *}

{* SAIDA DOS RESULTADOS: *}
writeln('Dados de Entrada:');
writeln('Valor de f1 =',valf1);readkey;
writeln('Valor de 12 =',valf2);readkey;
writeln('Valor de f3 =',valf3);readkey;
if(val=0.0)then
writeln('Valores satisfazem sistema');
if(val<>0.0)then
writeln('Valores NAO satisfazem sistema');
{* FIM DA SAIDA DOS RESULTADOS. *}
readkey;
end. {* FIM DO PROGRAMA VERIFVALORES. *}
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Relatorio de uma execucéio do programa:

Digite o valor de x:

1

Digite o valor de y:

0

Digite o valor de z:

2

Dados de Entrada:

Valor de f1 =-2.2475587046E+01
Valor de 2 =-1.1000000000E+01
Valor de 3 = 3.4365636569E+00
Valores NAO satisfazem sistema
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PROJETO 16 (Programa Newton) — Implemente um programa estruturado em
linguagem Pascal para empregar o Método de Newton na resolugdo de um sistema de
equagdes nao-lineares.

Solucio — Vamos considerar o sistema apresentado abaixo:

fix,y)=x+2y-1,9=0
gxy)=3x"+y -7,1=0

Para resolver tal sistema pelo Método de Newton, construimos o algoritmo dado a
seguir:

ALGORITMO NEWTONSIST
REAL X(100), Y(100), DET, DET1, DET2
REAL D, DMIN, B1, B2
REAL J11,J12, J21, )22, DELTA1, DELTA2
INTEIRO IT, ITMAX
F(X,Y)=X+2*¥Y —1,9
G(X,Y) = 3*X*X + Y*Y -7,1
DFX(X,Y)=1; DFY(X,Y)=2
DGX(X, Y) = 6*X; DGY(X, Y) = 2*Y
INICIO

(* ENTRADA DOS DADOS: *)
LEIA X(1), Y(1), ITMAX, DMIN
(* FIM DA ENTRADA DOS DADOS. *)

(* PROCESSAMENTO DOS CALCULOS: *)
IT=1;D =100
ENQUANTO ((IT MENOR ITMAX) E (D MAIOR DMIN)) FACA

(* JACOBIANA: *)
J11 = DFX(X(IT, Y(IT)); J12 = DFY(X(IT, Y(IT))
J21 = DGX(X(IT, Y(T));J22 = DGY(X(IT, Y(IT))
(* FIM DA JACOBIANA. *)

(* TERMOS INDEPENDENTES: *)
Bl = - F(X(IT, Y(IT)); B2 = - G(X(IT, Y(IT))
(* FIM DOS TERMOS INDEPENDENTES. *)

(* RESOLUCAO POR CRAMER: ¥)
DET = J11*]22 — J12*]J21
DETI = B1*J22 — J12*¥B2; DET2 = J11*B2 — B1*J21
DELTA1 = DET1/DET; DELTA2 = DET2/DET
X(IT+1) = X(IT)+DELTA1; Y(IT+1) = Y(IT)+DELTA2
(* FIM DA RESOLUCAO POR CRAMER. *)

D = ABS(B1) + ABS(B2); IT = IT+1
FIM ENQUANTO
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(* FIM DO PROCESSAMENTO DOS CALCULOS. *)

(* SAIDA DOS RESULTADOS: *)
SE (D MENOR OU IGUAL DMIN) ENTAO
ESCREVA ‘PRECISAO ALCANCADA’
ESCREVA ‘X = X(IT), Y = *,Y(IT)
FIM SE
SE (D MAIOR DMIN) ENTAO
ESCREVA ‘PRECISAO NAO ALCANCADA’
FIM SE
(* FIM DA SAIDA DOS RESULTADOS. *)

FIM DO ALGORITMO NEWTONSIST.

Implementacao Pascal desse Algoritmo:

Program Newtsis;

uses crt; var
x: array[1..100] of real;
y: array[1..100] of real;
det, detl, det2, d, dmin, b1, b2 : real;
deltal, delta2, j11,j12,j21, j22 : real;
it, itmax : integer;

function f(x, y: real): real;
begin f:= x+2*y-1.9; end;

function g(x, y: real): real;
begin g:=3*x*x+y*y-7.1; end;

function dfx(x, y: real): real;
begin dfx:= 1; end;

function dfy(x, y: real): real;
begin dfy:=2; end;

function dgx(x, y: real): real;
begin dgx:= 6*x; end;

function dgy(x, y: real): real;
begin dgy:= 2*y; end;

begin
clrscr;

{* ENTRADA DOS DADOS: *}
writeln('Digite os Dados de Entrada:');
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writeln('Digite x[1] ="); readIn(x[1]);
writeln('Digite y[1] ='); readln(y[1]);
writeln('Digite itmax ='); readln(itmax);
writeln('Digite dmin ='); readIn(dmin);
{* FIM DA ENTRADA DOS DADOS. *}

{* PROCESSAMENTO DOS CALCULOS: *}
it:=1; d:=100;
while ((it < itmax) and (d > dmin)) do begin

{* JACOBIANA: *}
j11:=dfx(x[it],y[it]);
jl2:=dfy(x[itly[it]);
j21:=dgx(x[it].yit));
j22:=dgy(x[it]ylit]);

{* FIM DA JACOBIANA. *}

{* TERMOS INDEPENDENTES: *}
bl=f(x(it]ylit]); b2:=-g(x[it].ylit]);

{* FIM DOS TERMOS INDEPENDENTES. *}

{* RESOLUCAO POR CRAMER: *}
det:=j11%j22-j12%)21;
detl:=b1%*j22-j12*b2; det2:=j11*b2-b1%*)21;
deltal:=detl/det; delta2:=det2/det;
x[it+1]:=x[it]+deltal; y[it+1]:=y[it]+delta2;

{* FIM DA RESOLUCAO POR CRAMER. *}

d:=abs(b1)+abs(b2); it:=it+1;

end; {while}

readkey;

{* FIM DO PROCESSAMENTO DOS CALCULOS. *}

{* SAIDA DOS RESULTADOS: *}

Writeln('******************************');
writeln('Saida dos Resultados:");
writeln(' ');
readkey;
if(d <= dmin) then begin

writeln('"Precisdo Alcangada!);

writeln(" ');

writeln('x = ',x[it]);

writeln('y = "y[it]);
end; {if}
if(d > dmin) then

writeln('Precisdo NAO alcancada!");
writeln("  ');
writeln('FIM.");
Writeln('****************************');

readkey;

{* FIM DA SAIDA DOS RESULTADOS. *}
end. {FIM DO PROGRAMA NEWTSIS.}
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Uma Execucao para Dados Particulares:

Digite os Dados de Entrada:
Digite x[1] =

-5

Digite y[1] =

-7

Digite itmax =

50

Digite dmin =

0.000001

sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk s sk sk sk sk sk sk sk sk sk skeosk skoskoskokosk

Saida dos Resultados:
Precisdo Alcangada!

x = -1.2424728221E+00
y= 1.5712364110E+00

FIM.

sk st st sk s sk ok ok ok ok sk sk sk s s sk sk ok ok ke sk sk seoskoskoskokok
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PROJETO 17 (Programa Quase_Newton) — Faga um programa Pascal estruturado
para resolver um sistema nado-linear por um método Quase-Newton.

Solucio:
Implementaremos o algoritmo:

ALGORITMO QUASE_NEWTON
REAL  X(100), Y(100), D(100), DMIN
INTEIRO IT, ITMAX
F(X,Y)=X+2*¥Y-1.9
G(X,Y) = 3*X*X+Y*Y-7.11
DFX(X,Y)=1
DGY(X, Y)=2*Y

INICIO

(* ENTRADA DOS DADOS: *)
LEIA X(1), Y(1), ITMAX, DMIN
(* FIM DA ENTRADA DOS DADOS. *)

(* PROCESSAMENTO DOS CALCULOS: *)
IT=1;D(1)= 100
ENQUANTO ((IT MENOR ITMAX) E (D(IT) MAIOR DMIN)) FACA
X(IT+1) = X(IT) — (F(X(IT), Y(IT)) / DEX(X(IT, Y(IT)))
Y(IT+1) =Y(T) - (G(XAT), Y(IT)) / DGY(X(IT, Y(IT)))
D(IT+1)) = ABS(X(IT+1) — X(IT)) + ABS(Y(IT+1) ~Y(IT))
IT=1IT + 1
FIM ENQUANTO
(* FIM DO PROCESSAMENTO DOS CALCULOS. *)

(* SAIDA DOS RESULTADOS: *)
SE (D(IT) MENOR OU IGUAL DMIN) ENTAO
ESCREVA ‘VALORES APROXIMADOS:
ESCREVA ‘X = ¢, X(IT),”Y =",Y(IT),’DESVIO =*,D(IT)
FIM SE
SE (D(IT) MAIOR DMIN) ENTAO
ESCREVA ‘NAO SE OBTEVE RESULTADO PRECISO’
(* FIM DA SAIDA DOS RESULTADOS.*)

FIM DO ALGORITMO QUASE_NEWTON.
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Implementa¢io Pascal Correspondente a Esse Algoritmo:

Program QuaseNewton;

uses crt;

var
X:array[1..100] of real;
Y:array[1..100] of real;
D:array[1..100] of real;
DMIN: real;
IT, ITMAX: integer;
function F(X,Y:real): real; begin F:= X+2*Y-1.9; end;
function G(X,Y:real): real; begin G:= 3*X*X+Y*Y-7.11; end;
function FX(X,Y:real): real; begin DFX:= 1; end;
function DGY(X,Y:real): real; begin DGY:=2*Y; end;

begin

{* ENTRADA DOS DADOS: *}
clrscr;
writeln('Digite X1"); readIn(X[1]);
writeln('Digite Y1'); readIn(Y[1]);
writeln('Digite ITMAX"); readIn(ITMAX);
writeln('Digite DMIN'); readln(DMIN);
{* FIM DA ENTRADA DOS DADOS. *}

{* PROCESSAMENTO DOS CALCULOS: *}
IT:=1; D[1]:= 100;
while((IT<ITMAX) and (D[IT]>DMIN))do begin
X[IT+1]:=X[IT]-F(X[IT],Y[IT])/DFX(X[IT],Y[IT]);
Y[IT+1]:=Y[IT]-G(X[IT],Y[IT])/DGY (X[IT],Y[IT]);
D[IT+1]:= ABS(X[IT+1]-X[IT]) + ABS(Y[IT+1]-Y[IT]);
IT:=1T+1;
end; {while}
{* FIM DO PROCESSAMENTO DOS CALCULOS. *}

{* SAIDA DOS RESULTADOS: *}
Writeln('*************************');
if D[IT] <= DMIN then begin

writeln('Valores Aproximados:');

writeln(' X =", X[IT]);

writeln(' Y =" Y[IT]);

writeln(' DESVIO =",D[IT-1]); end; {if}
if D[IT] > DMIN then

writeln('NAO SE OBTEVE RESULTADO PRECISO");
readkey;

{* FIM DA SAIDA DOS RESULTADOS. *}

end. {FIM DO PROGRAMA QuaseNewton}
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Resultado de uma execucio desse programa:

Digite X1
i)ligite Y1
i)ligite ITMAX
ls)igite DMIN
0.01

sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skeosk sk sk sk skosk skok

NAO SE OBTEVE RESULTADO PRECISO
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PROJETO 18 (Programa Tabela) — Construa um programa em linguagem Pascal para
calcular e imprimir uma tabela com os valores correspondente as necessidades de um
ajuste parabolico.

Solu¢do — Inicialmente, construimos um algoritmo:

ALGORITMO TABELA
REAL X(50), Y(50), SX, SY
REAL YX(50), YX2(50), SYX, SYX2
REAL X2(50), X3(50), X4(50)
REAL SX2, SX3, SX4
IINTEIRO I, N

INICIO

(* ENTRADA DOS DADOS: *)
LEIAN
PARA (IDE 1 ATE N) FACA
LEIA X(I), Y(I)
FIM PARA
(* FIM DA ENTRADA DOS DADOS. *)

(* PROCESSAMENTO DOS CALCULOS: *)
(* CALCULO DAS PARCELAS: *)
PARA (IDE 1 ATE N) FACA
YX(I) =Y(I)*X(D)
YX2(I) = Y(I)*X(1)*X(I)
X2(I) =XI)*X(I)
X3(I) =XO)*X(1)*X(D)
X4(I) =XO*XA)*X(1)*X(I)
FIM PARA
(* FIM DO CALCULO DAS PARCELAS. *)
(* CALCULO DOS SOMATORIOS: *)
SX=0; SY=0; SYX=0; SYX2=0; SX2=0; SX3=0; SX4=0
PARA (IDE 1 ATE N) FACA
SX  =SX+X(I)
SY =SY+Y()
SYX =SYX +Y(D)*X(I)
SYX2 = SYX2 + Y()*X(1)*X(I)
SX2 =SX2+X(I)*X(I)
SX3 =SX3 + X(I)*X(1)*X(I)
SX4 = SX4+ X(I)*X(D)*X(I)*X(I)
FIM PARA
(* FIM DO CALCULO DOS SOMATORIOS. *)
(* FIM DO PROCESSAMENTO DOS CALCULOS. *)

(* SAIDA DOS RESULTADOS: *)
PARA (IDE 1 ATE N) FACA
ESCREVA ‘1=°,1
ESCREVA ‘X =*, X(I), ‘Y =, Y(I),
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ESCREVA ‘X2 =, X2(I), ‘YX =, YX(I), ‘YX2 =, YX2(I)
ESCREVA ‘X3 =, X3(I), ‘X4 =, X(4)
FIM PARA
ESCREVA ‘SOMATORIOS: ’
ESCREVA ‘N="N,’SX=,SX,’SY=",SY,’SYX=",SYX,’SYX2=",SYX2
ESCREVA ’SX2=",SX2,’SX3=",SX3,’SX4=",SX4
(* FIM DA SAIDA DOS RESULTADOS *)

FIM DO ALGORITMO TABELA.

Em seguida, realizamos uma codificacio do algoritmo:

Program tabela;

uses crt; var
x: array[1..50] of real;
y: array[1..50] of real;
x2: array[1..50] of real;
yx: array[1..50] of real;
yx2: array[1..50] of real;
x3: array[1..50] of real;
x4: array[1..50] of real;
SX,8Y,SX2,8yX,syx2,sx3,sx4: real;
i,n: integer;

begin

clrscr;

{* ENTRADA DOS DADOS: *}
writeln('Digite a quantidade de pontos');
readIn(n);
for i:=1 to n do begin

writeln('Digite x'); readln(x[1]);
writeln('Digite y'); readIn(y[i]);
end; {for}
{* FIM DA ENTRADA DOS DADOS. *}

{* PROCESSAMENTO DOS CALCULOS: *}
{* CALCULO DAS PARCELAS: *}
for i:=1 to n do begin
x2[1]:= x[1]*x[i];
x3[i]:= x[1]*x[1]*x[i];
x4[1]:= x[1]*x[i]*x[1]*x[i];
yx[i]= y[i]*x[i];
yx2[i]:= y[i*x[i*x[il;
end; {for}
{* FIM DO CALCULO DAS PARCELAS. *}
{* CALCULO DOS SOMATORIOS: *}
sx:=0;sy:=0;syx:=0;syx2:=0;5x2:=0;5x3:=0;5x4:=0;
for i:=1 to n do begin
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sx:=sx+x[1];sy:=sy+y[i];
syx:=syxc+y[i] *x[il;
syx2:=syx2+y[i]*x[i]*x[i];
sx2:=sx2+x[1]*x[1];
sx3:=sx3+x[1]*x[1]*x[i];
sx4:=sx4+x[1]*x[1]*x[1]*x[1];
end; {for}
{* FIM DO CALCULO DOS SOMATORIOS. *}

{* FIM DO PROCESSAMENTO DOS CALCULOS. *}

{* SAIDA DOS RESULTADOS: *}

readkey;
for i:=1 to n do begin
writeln('....Parcelas:............... ");

writeln('i =',1);
writeln('x = "x[1],' y = "y[i]);
writeln('x2 =" x2[i],' yx = "yx[i],' yx2 = "yx2[i])
writeln("x3 = ",x3[i],' x4 =",x4[i]);
readkey;
end; {for}
writeln('.......coooeeiiiiiien, ");

writeln('n =',n,' sx =",8x,' sy =',sy);
writeln('syx = ',syx,' syx2 ="',syx2);
writeln('sx2 =',sx2,' sx3 =',sx3,' sx4 =',sx4);,
writeln('FIM'); readkey;

{* FIM DA SAIDA DOS RESULTADOS. *}

end.{FIM DO PROGRAMA TABELA.}
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Finalmente, executamos o programa para um conjunto de trés pontos:

Digite a quantidade de pontos
3

Digite x
2

Digite y
-3
Digite x
1

Digite y
-2
Digite x
0

Digite y
-1

1i=1

x = 2.0000000000E+00 y = -3.0000000000E+00

x2 = 4.0000000000E+00 yx = -6.0000000000E+00 yx2 = -1.2000000000E+01
x3 = 8.0000000000E+00 x4 = 1.6000000000E+01

1=2

x = 1.0000000000E+00 y = -2.0000000000E+00

x2 = 1.0000000000E+00 yx = -2.0000000000E+00 yx2 = -2.0000000000E+00
x3 = 1.0000000000E+00 x4 = 1.0000000000E+00

1=3

x = 0.0000000000E+00 y = -1.0000000000E+00

x2 = 0.0000000000E+00 yx = 0.0000000000E+00 yx2 = 0.0000000000E+00
x3 = 0.0000000000E+00 x4 = 0.0000000000E+00

n=3sx= 3.0000000000E+00 sy = -6.0000000000E+00

syx = -8.0000000000E+00 syx2 = -1.4000000000E+01

sx2 = 5.0000000000E+00 sx3 = 9.0000000000E+00 sx4 = 1.7000000000E+01
FIM
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PROJETO 19 (Programa Ajuste_de_Parabola) — Faga um programa Pascal

estruturado (Entrada dos Dados, Processamento dos Calculos e Saida dos Resultados)
para implementar um caso de ajuste parabolico pelo Método dos Minimos Quadrados.

Solucio — construimos, primeiramente, um algoritmo:

ALGORITMO PARABOLA
REAL X(50), Y(50)
REAL SX, SX2, SX3, SX4
REAL SY, SYX, SYX2
REAL D, D1, D2, D3, Al, A2, A3
INTEIRO I, N

INICIO

(* ENTRADA DOS DADOS; *)
LEIAN
PARA (IDE 1 ATE N) FACA
LEIA X(I), Y(I)
FIM PARA
(* FIM DA ENTRADA DOS DADOS. *)

(* PROCESSAMENTO DOS CALCULOS: *)
(* CALCULO DOS SOMATORIOS: *)
SX =0;SY=0; SYX=0;SX2=0
SYX2=0;SX3=0;SX4=0
PARA (IDE 1 ATE N) FACA
SX =SX + X(I); SY =SY + Y(I); SYX = SYX + Y(I)*X(I)
SX2 = SX2 + X()*X(I); SYX2 = SYX2 + Y(I)*X(I)*X(I)
SX3 = SX3 + X(I)*X(I)*X(I); SX4 = SX4 + X(I)*X(I)*X(T)*X(I)
FIM PARA
(* FIM DO CALCULO DOS SOMATORIOS. *)
(* CALCULO DOS DETERMINANTES: *)
D = N*SX2*SX4 + SX*SX3*SX2 + SX2*SX3*SX
- SX2*SX2*SX2 — SX3*SX3*N — SX4*SX*SX
D1 = SY*SX2*SX4 + SX*SX3*SYX2 + SX2*SX3*SYX
- SX2*SX2*SYX2 — SX3*SX3*SY — SX4*SYX*SX
D2 = N*SYX*SX4 + SY*SX3*SX2 +SX2*SYX2*SX
- SX2*SYX*SX2 — SX3*SYX2*N — SX4*SX*SY
D3 = N*SX2*SYX2 + SX*SYX*SX2 + SY*SX3*SX
- SY*SX2*SX2 — SYX*SX3*N — SYX2*SX*SX
(* FIM DO CALCULO DOS DETERMINANTES. *)
(* USO DA REGRA DE CRAMER: *)
Al =DI1/D; A2 =D2/D; A3 =D3/D
(* FIM DO USO DA REGRA DE CRAMER. *)
(* FIM DO PROCESSAMENTO DOS CALCULOS. *)

(* SAIDA DOS RESULTADOS: *)
ESCREVA ‘AJUSTE DE: A1*¥X*X + A2*X + A3’
ESCREVA ‘COEFICIENTES: ’
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ESCREVA ‘Al = Al
ESCREVA A2 =" A2
ESCREVA A3 =" A3
(* FIM DA SAIDA DOS RESULTADOS. *)

FIM DO ALGORITMO PARABOLA.

Implementaciao do algoritmo em Pascal:

Program Parabola;

uses crt; var
x:array[1..50]of real;
y:array[1..50]of real;
sX,sx2,8x3,sx4:real;
sy,syX,syx2:real;
d,d1,d2,d3,al,a2,a3:real;
i,n:integer;

begin

clrscr;

{* Entrada dos dados: *}
writeln('Ajuste Parabdlico');
writeln('Digite a quantidade de pontos:');
readln(n);
for i:=1 to n do begin
writeln('digite x:"); readIn(x[1]);
writeln('digite y:"); readln(y[i]);
end; {for}
{* Fim da entrada dos dados. *}

{* Processamento dos calculos: *}

{* Célculo dos somatorios: *}

sx:=0;sy:=0;syx:=0;sx2:=0;

syx2:=0;sx3:=0;sx4:=0;

for i:=1 to n do begin
sx:=sx+x[1];sy:=sy+y][i];
syx:=syx+y[i]*x[i];
sx2:=sx2+x[1]*x[1];
syx:=syx+y[i]*x[i];
sx3:=sx3+x[1]*x[1]*x[i];
sx4:=sx4+x[1]*x[1]*x[1]*x[1];

end; {for}

{* Fim do célculo dos somatorios. *}

{* Célculo dos determinantes: *}

d:=n*sx2*sx4+sx*sx3*sx2+sx2*sx3*sx

-sx2*sx2*sx2 -sx3*sx3*n-sx4*sx*sx;

d1:=sy*sx2*sx4+sx*sx3*syx2+sx2*sx3*syx

-sx2*sx2*syx2-sx3*sx3*sy-sx4*syx*sx;
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d2:=n*syx*sx4+sy*sx3*sx2+sx2*syx2*sx
-sx2*syx*sx2-sx3*syx2*n-sx4*sx*sy;

d3:=n*sx2*syx2+sx*syx*sx2+sy*sx3*sx
-sy*sx2*sx2-syx*sx3*n-syx2*sx*sx;
{* Fim do calculo dos determinantes. *}
{* Uso da Regra de cramer: *}
al:=dl/d; a2:=d2/d; a3:=d3/d;
{* Fim do uso da Regra de Cramer. *}

{* Fim do processamento dos calculos. *}

{* Saida dos resultados: *}
writeln('Ajuste de P(x) = Al*x*x + A2*x + A3");
writeln('Coeficientes:");

writeln('Al =",al);

writeln('A2 =",a2);

writeln('A3 =",a3);
writeln('Determinantes:');
writeln('D =",d);

writeln('D1 =",d1);

writeln('D2 =',d2);

writeln('D3 =",d3);

writeln('FIM');

readkey;

{* Fim da saida dos resultados. *}
end. {* Fim do programa parabola.}

Resultado de uma execucao do programa Parabola:

Ajuste Parabolico

Digite a quantidade de pontos:
4

digite x:

-1

digite y:

5

digite x:

-3

digite y:

4

digite x:

-2

digite y:

6

digite x:

-1

digite y:

6

Ajuste de P(x) = Al*x*x + A2*x + A3
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Coeficientes:

Al =-9.0300000000E+02
A2 =-1.1340000000E+03
A3 =-2.8700000000E+02
Determinantes:

D = 8.0000000000E+00
D1 =-7.2240000000E+03
D2 =-9.0720000000E+03
D3 =-2.2960000000E+03
FIM
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PROJETO 20 (Programa Ajuste_Exponencial) — Faga um programa Pascal para
implementar um ajuste exponencial. Use 0 Método dos Minimos Quadrados.

Solucio — Consideremos um algoritmo para ajustar a fungdo exponencial Y = (A)B*.
Aplicando logaritmos naturais, In Y = In A + (In B) x, que pode ser associado ao ajuste
linear p(x) = a; + a; X, fazendo a; =In A - A= el e a, = In B—> B = e®. Nesse caso,
precisamos calcular os somatorios Y Xi, > X2, YInyi > xiIny,comi=1,2,..,n,emquenéa
quantidade de pontos aos quais se deseja ajustar a curva exponencial.

ALGORITMO AJUSTE_EXPONENCIAL

(* Usa o Método dos Minimos Quadrados e logaritmos
naturais para ajustar a fun¢do exponencial Y = (4)B*
a um conjunto de n pontos. O sistema de duas equagoes
lineares é resolvido com a Regra de Cramer. *)

REAL X(50), Y(50), A, B, Al, A2
REAL SX(50), SX2(50), SLY(50), SXLY(50)
REAL DET, DET1, DET2
INTEIRO N, [

INICIO

(* ENTRADA DOS DADOS: *)
LEIAN
PARA (I DE 1 ATE N) FACA
LEIA X(I), Y(I)
FIM PARA
(* FIM DA ENTRADA DOS DADOS. *)

(* PROCESSAMENTO DOS CALCULOS: *)

(* CALCULO DOS SOMATORIOS: *)
SX =0; SX2=0;SLY =0; SXLY =0
PARA (IDE 1 ATE N) FACA
SX = SX + X(I)
SX2 = SX2 + X(1)*X(I)
SLY = SLY + LN(Y(I))
SXLY = SXLY + X(I)*LN(Y(I))
FIM PARA
(* FIM DO CALCULO DOS SOMATORIOS. *)

(* USO DA REGRA DE CRAMER: *)
DET = N*SX2 — SX*SX
DET1 = SLY*SX2 — SX*SXLY
DET2 = N*SXLY — SLY*SX
Al =DETI1/DET; A2 =DET2/DET
(* FIM DO USO DA REGRA DE CRAMER. *)

A =EXP(Al); B=EXP(A2)
(* FIM DO PROCESSAMENTO DOS CALCULOS. ¥)
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(* SAIDA DOS RESULTADOS: *)
ESCREVA ‘AJUSTE EXPONENCIAL Y = (A)*(B*X)’
ESCREVA ‘A=°, A, ‘B="°,B

(* FIM DA SAIDA DOS RESULTADOS. *)

FIM DO ALGORITMO AJUSTE_EXPONENCIAL.

Programa Pascal Correspondente:

program exponencial,

{* Usa o Método dos Minimos Quadrados

E logaritmos naturais para ajustar a funcao
Exponencial Y = AB”x a um conjunto de n
pontos. Resolve-se o sistema de duas equagdes
lineares com a Regra de Cramer. *}

uses crt; var

X, y: array [1..50] of real;

sX, sx2, sly, sxly: real;

a, b, al, a2, det, detl, det2: real;
n, i: integer;

begin

{* ENTRADA DOS DADOS: *}
writeln('Digite a quantidade de pontos:');
readIn(n);
for i:=1 to n do begin

writeln('digite x(',1,")");
readln(x[1]);
writeln('digite y(',1,")");
readln(y[i]);
end; {for}
{* FIM DA ENTRADA DOS DADOS. *}

{* PROCESSAMENTO DOS CALCULOS: *}
{* CALCULO DOS SOMATORIOS: *}
sx:=0; sx2:=0; sly:=0; sxly:=0;
for i:=1 to n do begin
sx:=sx+x[1];
sx2:=sx2+x[1]*x[i];
sly:=sly+In(y[i]);
sxly:=sxly+x[i]*In(y[i]);
end; {for}
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{* FIM DO CALCULO DOS SOMATORIOS. *}
{* USO DA REGRA DE CRAMER: *}
det:=n*sx2-sx*sx;
detl:=sly*sx2-sx*sxly;
det2:=n*sxly-sly*sx;
al:=detl/det; a2:=det2/det;
{* FIM DO USO DA REGRA DE CRAMER. *}
a:=exp(al); b:=exp(a2);
readkey;
{* FIM DO PROCESSAMENTO DOS CALCULOS. *}

{* SAIDA DOS RESULTADOS: *}
writeln(.................. ";
writeln('Ajuste exponencial Y = A*B*X");
writeln('A ="',a);
writeln('B =",b);
writeln(.................. ";
readkey;

{* FIM DA SAIDA DOS RESULTADOS. *}

end.{ Fim do programa exponencial. }
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Resultado de uma execucio do programa:

Digite a quantidade de pontos:
3

Digite x(1)

1

digite y(1)

1

digite x(2)

2

digite y(2)

10

digite x(3)

3

digite y(3)

50

Ajuste exponencial Y = A*B"X
A = 1.5874010520E-01

B = 7.0710678119E+00
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PROJETO 21 (Programa Interpolacdo_Linear) — Faga um programa que realize uma
interpolacdo linear. Mande ler as coordenadas cartesianas de dois pontos e um valor
Xparra Para o qual o programa deve calcular e imprimir o valor correspondente Yyarra.

Solucio:

program interplinear;

(* Dadas as coordenadas [x1; y1], [x2; y2]
de dois pontos e um valor de xbarra,
calcula ybarra por interpolagao linear. *)
uses crt; var

x1,y1,x2,y2 xbarra,ybarra:real;

begin

clrscr;

(* ENTRADA DOS DADOS: *)
writeln('Interpolagdo linear: '),

writeln(":z);
writeln('Digite a abscissa x1 =');
readln(x1);

writeln('Digite a ordenada y1 =');
readln(yl);

writeln('Digite a abscissa x2 =');
readln(x2);

writeln('Digite a ordenada y2 =");
readln(y2);

writeln('Digite a abscissa xbarra =');
readln(xbarra);
writeln(":z:);

(* FIM DA ENTRADA DOS DADOS. *)

(* PROCESSAMENTO DOS CALCULOS: *)
ybarra:= (y1*(x2-xbarra)
+y2*(xbarra-x1))/(x2-x1);
(* FIM DO PROCESSAMENTO DOS CALCULOS. *)

(* SAIDA DOS RESULTADOS: *)
writeln('x1 ="x1,' yl ="yl);
writeln('x2 ="'x2,' y2="y2);
writeln(::n);
writeln('xbarra = ',xbarra);
writeln(‘ybarra = ',ybarra);
writeln('FIM");
(* FIM DA SAIDA DOS RESULTADOS. *)
readkey;
end.
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Relatorio Impresso pelo Programa:

Interpolagdo linear:

Digite a abscissa x1 =
ll)igite a ordenada yl =
ll)igite a abscissa x2 =
2Digite a ordenada y2 =
2Digite a abscissa xbarra =
1.5

x1 = 1.0000000000E+00
x2 = 2.0000000000E+00

yl = 1.0000000000E+00
y2 = 2.0000000000E+00

xbarra = 1.5000000000E+00
ybarra = 1.5000000000E+00

FIM
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PROJETO 22 (Programa Lagrange) — Implemente de maneira computacional a
Interpolacdo Lagrangeana.

Solucio:
Vamos considerar a implementacdo do seguinte algoritmo:

ALGORITMO LAGRANGE
REAL X(5), Y(5), L(5), XINT, YINT
INTEIRO I, K, N

INICIO

(* ENTRADA DOS DADOS: *)
LEIA N, XINT
PARA (I DE 0 ATE N) FACA
LEIA X(I), Y(I)
FIM PARA
(* FIM DA ENTRADA DOS DADOS. *)

(* PROCESSAMENTO DOS CALCULOS: *)

(* CALCULO DOS POLINOMIOS DE LAGRANGE: *)
PARA (K DE 0 ATE N) FACA
L(K)=1
PARA (I DE O ATE N) FACA
SE (INAO IGUAL K) ENTAO
L(K) = LK)*((XINT-X(I))/(X(K)-X(D)))
FIM SE
FIM PARA
FIM PARA
(* FIM DO CALCULO DOS POLINOMIOS DE LAGRANGE. *)

(* CALCULO DO VALOR DO POLINOMIO INTERPOLANTE: *)
YINT =0
PARA (I DE 0 ATE N) FACA
YINT = YINT + Y(I)*L(I)
FIM PARA
(* FIM DO CALCULO DO VALOR DO POLINOMIO INTERPOLANTE. *)

(* FIM DO PROCESSAMENTO DOS CALCULOS. *)
(* SAIDA DOS RESULTADOS: *)
(* SAIDA DOS VALORES DOS POLINOMIOS DE LAGRANGE: *)
PARA (I DE 0 ATE N) FACA
ESCREVA ‘L(*,1,)) =*, L(I)
FIM PARA
(* FIM DA SAIDA DOS VALORES DOS POLINOMIOS DE LAGRANGE. *)

(* SAIDA DO VALOR DO POLINOMIO DE INTERPOLACAO: *)
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ESCREVA ‘PARA X =, XINT, ‘TEM-SE Y =, YINT
(* FIM DA SAIDA DO VALOR DO POLINOMIO DE INTERPOLACAO. *)

(* FIM DA SAIDA DOS RESULTADOS. *)

FIM DO ALGORITMO LAGRANGE.

Implementacao Pascal:

program lagrange;

(* Implementa a interpolacdo lagrangeana. *)
uses crt; var

1, k, n: integer;

xint, yint: real;

X, y, l: array[1..5] of real;

begin clrscr;

(* ENTRADA DOS DADOS: *)
writeln('Digite n ='); readln(n);
for 1:=0 to n do begin
writeln('Digite x(',i,") ='); readln(x[i]);
writeln('Digite y(',1,") ="); readln(y[1]);
end; {for}
writeln('Digite xint ='); readIn(xint);
(* FIM DA ENTRADA DOS DADOS. *)

(* PROCESSAMENTO DOS CALCULOS: *)
(* CALCULO DOS VALORES
DOS POLINOMIOS DE LAGRANGE: *)
for k:=0 to n do begin
I[k]:= 1;
for 1:=0 to n do begin
if(i <> k) then begin
1[k]:= I[K]*((xint-x[i])
/(x[K]-x[1]));
end; {if}
end; {for}
end; {for}
(* FIM DO CALCULO DOS VALORES
DOS POLINOMIOS DE LAGRANGE. *)
(* CALCULO DO VALOR DO POLINOMIO DE INTERPOLACAO: *)
yint:= 0;
for 1:=0 to n do begin
yint:= yint + y[i]*I[i];
end; {for}
(* FIM DO CALCULO DO POLINOMIO DE INTERPOLACAO. *)
(* FIM DO PROCESSAMENTO DOS CALCULOS. *)
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(* SAIDA DOS RESULTADOS: *)
writeln('Interpolagdo Lagrangeana.');
writeln('Valores dos Polindmios de Lagrange:");
for 1:=0 to n do begin

writeln('L(',i,") = ",1[i]);
end; {for}
writeln('Resultado da Interpolagdo:');
writeln('para x =',xint,' tem-se y = ",yint);
writeln('"FIM");

readkey;

(* FIM DA SAIDA DOS RESULTADOS. *)

end.

Resultado de uma execuc¢io desse programa:

Digite n =

2

Digite x(0) =

1

Digite y(0) =

4

Digite x(1) =

1.5

Digite y(1) =

3

Digite x(2) =

2

Digite y(2) =

2

Digite xint =

1.35

Interpolagdo Lagrangeana.
Valores dos Polindmios de Lagrange:
L(0)= 1.9500000000E-01
L(1)= 9.1000000000E-01
L(2) =-1.0500000000E-01
Resultado da Interpolagao:

FIM

para x = 1.3500000000E+00 tem-se y = 3.3000000000E+00
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PROJETO 23 (Programa Trapézios) — Fagca um programa Pascal para integrar a
fungdo S5e* pela Regra dos Trapézios. Por favor, adote os seguintes limites de
integracao: inferior: 1,45; superior: 1,75. E considere a divisdo desse intervalo em seis
subintervalos de igual comprimento.

Solucio:
Neste programa implementa-se o seguinte algoritmo:

ALGORITMO TRAPEZIOS

REAL X(20), Y(20)

REAL A, B, H, INT

INTEIRO I, N

F(X) = 8*X*X*X — 5¥*EXP(2*X) — 12
INICIO

(* ENTRADA DOS DADOS: ¥)
LEIA A, B, H
(* FIM DA ENTRADA DOS DADOS. *)

(* PROCESSAMENTO DOS CALCULOS: *)
N=B-A)H

(* CALCULO DAS COORDENADAS DOS PONTOS: *)
X(0)=A; X(N)=B
PARA (IDE 1 ATE N-1) FACA
X(I)=X(I-1) +H
Y(I) = F(X(I))
FIM PARA
(* FIM DO CALCULO DAS COORDENADAS DOS PONTOS. *)

(* CALCULO DA INTEGRAL: *)
INT=0
PARA (I DE 0 ATE N-1) FACA
INT = INT + (1/2)*(Y(I) +Y(I+1))*H
FIM PARA
(* FIM DO CALCULO DA INTEGRAL. *)

(* FIM DO PROCESSAMENTO DOS CALCULOS. *)
(* SAIDA DOS RESULTADOS: *)

ESCREVA ‘INTEGRAL = *, INT
(* FIM DA SAIDA DOS RESULTADOS. *)

FIM DO ALGORITMO TRAPEZIOS.
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Implementacao Pascal correspondente:

program trapezios;

(* Resolve integral definida

de uma funcao f(x)

com o Método de Newton-Cotes
(Regra dos Trapézios). *)

uses crt; var

x: array[1..20] of real,
y: array[1..20] of real;
a, b, h, int: real;
1, n: integer;
function f(x:real):real;
begin
f:= 5*exp(x);
end; {function}
begin
clrscr;
(* ENTRADA DOS DADOS: *)
writeln('Este programa resolve uma integral');
writeln('com a Regra dos Trapézios.");
writeln('Digite o limite inferior, a:"); readln(a);
writeln('Digite o limite superior, b:"); readln(b);
writeln('Digite a quantidade de subintervalos, n:");
readln(n);
(* FIM DA ENTRADA DOS DADOS. *)
(* PROCESSAMENTO DOS CALCULOS: *)
h:=(b-a)/n;
(* CALCULO DAS COORDENADAS DOS PONTOS: *)
X[1]=a; y[1]:= f(x[1]);
x[n+1]:=b; y[n+1]:= f(x[n+1]);
for 1:= 2 to n do begin
x[i]:=x[i-1] + h;
yli]= f(x[i]);
end; {for}
(* FIM DO CALCULO DAS COORDENADAS DOS PONTOS. *)
(* CALCULO DA INTEGRAL: *)
int:=0;
for i:= 1 to n do begin
int:= int + (1/2)*(y[i] + y[i+1])*h;
end; {for}
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Resultado da execuc¢ido desse programa:

Este programa resolve uma integral
com a Regra dos Trapézios.

Digite o limite inferior, a:

1.45

Digite o limite superior, b:

1.75

Digite a quantidade de subintervalos, n:
6

Dados Lidos:

a=1.4500000000E+00 b = 1.7500000000E+00 n = 6
Passo h =5.0000000000E-02

Coordenadas dos pontos:

x(1) = 1.4500000000E+00 y(1)= 2.1315572576E+01
x(2) = 1.5000000000E+00 y(2)= 2.2408445352E+01
x(3) = 1.5500000000E+00 y(3) = 2.3557350913E+01
x(4) = 1.6000000000E+00 y(4)= 2.4765162122E+01
x(5) = 1.6500000000E+00 y(5)= 2.6034899136E+01
x(6) = 1.7000000000E+00 y(6) = 2.7369736959E+01
x(7) = 1.7500000000E+00 y(7) = 2.8773013380E+01
Valor da Integral = 7.4589943729E+00

FIM
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PROJETO 24 (Programa Simpson_1/3) — Implemente de modo computacional a
integragdo numérica com a Regra de Simpson 1/3.

Solucao

program simpson;

(* integra com Simpson 1/3 *)
uses crt; var

1, n: integer;

sl, s2, h, int: real;

X, y: array[1..49] of real;
begin clrscr;

(* ENTRADA DOS DADOS: *)
writeln('Integracdo com Simpson 1/3");
writeln('"Entrada dos Dados:");
writeln('Digite a quantidade de pontos, n:');
readln(n);
writeln('Digite o passo constante, h:");
readln(h);
for i:= 1 to n do begin

writeln('Digite x(',i,") =");
readIn(x[1]);
writeln('Digite y(',i,") =");
readIn(y[1]);
end; {for}
(* FIM DA ENTRADA DOS DADOS. *)

(* PROCESSAMENTO DOS CALCULOS: *)

(* CALCULO DE S1: *)
sl:=0;1:=2;
repeat
sl:=sl +yJ[i];
1=1+2;
until i > n-1;
(* FIM DO CALCULO DE S1. *)

(* CALCULO DE S2: *)
s2:=0;1:=3;
repeat
s2:=s2 + yJ[i];
=1+2;
until 1 > n-2;
(* FIM DO CALCULO DE S2. *)

(* CALCULO DA INTEGRAL: *)

int:= (h/3)*(y[1] + 4%g1 + 2*s2 + y[n]);
(* FIM DO CALCULO DA INTEGRAL: *)
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(* FIM DO PROCESSAMENTO DOS CALCULOS. *)

(* SAIDA DOS RESULTADOS: *)
readkey;
writeln('Integracdo com Simpson 1/3. Saida dos dados:');
writeln('n =",n,"; h="h);
for i:= 1 to n do begin
writeln(x(,i,) = x[il, y(,i,) = yTiD);
end; {for}
readkey;
writeln('Valores calculados: sl ="s1," s2 =",s2);
writeln('Valor da integral: ',int);
writeln('"FIM");
readkey;
(* FIM DA SAIDA DOS RESULTADOS. *)
end.{FIM DO PROGRAMA SIMPSON.}
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Resultado de uma execucio:

Integragdo com Simpson 1/3

Entrada dos Dados:

Digite a quantidade de pontos, n:

5

Digite o passo constante, h:

0.25

Digite x(1) =

2.00

Digite y(1) =

3.0183156

Digite x(2) =

2.25

Digite y(2) =

6.4017339

Digite x(3) =

2.5

Digite y(3) =

10.631737

Digite x(4) =

2.75

Digite y(4) =

15.800961

Digite x(5) =

3.00

Digite y(5) =

22.002478

Integragdo com Simpson 1/3. Saida dos dados:

n=135; h= 2.5000000000E-01

x(1) = 2.0000000000E+00 y(1) = 3.0183156000E+00
x(2) = 2.2500000000E+00 y(2) = 6.4017339000E+00
x(3) = 2.5000000000E+00 y(3) = 1.0631737000E+01
x(4) = 2.7500000000E+00 y(4) = 1.5800961000E+01
x(5) = 3.0000000000E+00 y(5) = 2.2002478000E+01
Valores calculados: s1 = 2.2202694900E+01 s2 = 1.0631737000E+01
Valor da integral: 1.1257920600E+01

FIM
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PROJETO 25 (Programa Gauss_Dois_Pontos ) — Faga um programa Pascal para
calcular uma integral definida com o uso do Método de Gauss com dois pontos. Por
favor, considere a fungdo polinomial f(x) = 4x* -12. Na Entrada dos Dados, dé
diretamente os valores dos limites de integracdo: a = 0 e b = 2. No Processamento dos
Célculos, mande aplicar as formulas do método para calcular da integral. Na Saida dos
Resultados, mande imprimir o resultado obtido.

SOLUCAO:

Program QuadGauss2pontos;

uses crt; var

X, a, b, a0,a1,t0,t1,x0,x1: Real;
FmaiusctO, Fmaiusctl, Intgauss: Real;

function Fminusc(x:real): real;

begin
Fminusc:= 4*x*x*x*x - 12;
end;
begin
clrscr;
(* ENTRADA DOS DADOS: *)
a:=0; b:=2;

(* PROCESSAMENTO DOS CALCULOS: *)
a0:=1;al:=1;
t0:= -1/sqrt(3);
tl:=+1/sqrt(3);
x0:= ((b-a)/2)*t0 + (b+a)/2;
x1:= ((b-a)/2)*tl + (b+a)/2;
Fmaiusct0 := ((b-a)/2)*Fminusc(x0);
Fmaiusctl := ((b-a)/2)*Fminusc(x1);
Intgauss := a0*FmaiusctO + Fmaiusctl;

(* SAIDA DOS RESULTADOS: *)
writeln('Integral ="',Intgauss);

readkey;

end

Resultado da execu¢do do programa:

Integral = 8.8888888888E-01.
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PROJETO 26 (Programa Runge_Kutta_4) — Faga um programa Pascal para realizar
uma aplica¢do do Método de Runge-Kutta de Quarta Ordem no caso da resolucdo de um

Problema de Valor Inicial de Primeira Ordem.

SOLUCAO:

program rungekutta4;

uses crt;var

x,y:array[0..50]of real;

h,k1,k2,k3 k4 :real;

1,qpassos:integer;

function f(x,y:real):real;
begin f:i=-y + x + 2;end,

{DADOS}

begin

clrscr;

writeln('Digite o valor de x0:');

readIn(x[0]);

writeln('Digite o valor de y0:');

readln(y[0]);

writeln('Digite o valor de h:'");

readln(h);

writeln('Digite o valor de gpassos:');

readln(qpassos);

{PROCESSAMENTO}

for i:=0 to gpassos-1 do begin
K 1:=f(x[il,y[i);
K2:=f(x[i]+h/2,y[i]+h*k1/2);
K3:=f(x[i]+h/2,y[1]+h*k2/2);
K4:= f(x[i]+h,y[i]+h*k3);
x[1+1]:=x[1]+h;
yli+1]=y[i]+(bh/6)*(k1+2*k2+2*k3+k4);

end;

{RESULTADOS}

for 1:=0 to gpassos do begin
writeln('i=',1," x(',i,)="x[i],

y(,L)=,y[i]);

end;

readkey;

end.

Digite o valor de x0:

0.0

Digite o valor de y0:

2.0

Digite o valor de h:

0.1

Digite o valor de qpassos:
5

i=0 x(0)= 0.0000000000E+00 y(0)=
2.0000000000E-+00

i=1 x(1)= 1.0000000000E-01 y(1)=
2.0048375000E-+00

i=2 x(2)= 2.0000000000E-01 y(2)=
2.0187309014E+00

1=3 x(3)= 3.0000000000E-01 y(3)=
2.0408184220E+00

=4 x(4)=4.0000000000E-01 y(4)=
2.0703202889E+00

i=5 x(5)= 5.0000000000E-01 y(5)=
2.1065309344E+00
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PROJETO 27 (Programa Relaxacio) — Realize um programa computacional
codificado em linguagem Pascal para implementar o Método da Relaxagao.

Solucio:

program relaxacao;

{Este programa resolve um sistema

ax = b de n equagoes lineares pelo
Método da Relaxacdo: prepara o sistema,
calcula os residuos, identifica o maior
deles em valor absoluto e zera-o, agindo
sobre a variavel correspondente.}

uses crt;var

a:array[1..10,1..10] of real;
b:array[1..10] of real;
x,r:array[1..10,1..100] of real;
n,i,j,it,itmax,max,iter:integer;
prec,precmin,maxresid:real;
begin
clrscr;

{* ENTRADA DOS DADOS: *}

writeln('Digite a quantidade n>0 de equagdes:');readln(n);
writeln('Digite os coeficientes por linhas');
writeln('"Na diagonal, s6 valores ndo nulos!");
for 1:=1 to n do begin

for j:=1 to n do begin

writeln('Digite a[',1,",",j,'] ='); readln(a[1,j]);

end; {for}

writeln('Digite b[',i,']="); readln(b[1]);
end; {for}
{* LEITURA DAS ESTIMATIVAS INICIAIS: *}
writeln('.....ooeviinienenn ";
writeln('Digite as estimativas iniciais:');
for i:=1 to n do begin

writeln('Digite x[',i,',1]=");readIn(x[1,1]);

end; {for} N
{* LEITURA DOS LIMITES PARA AS ITERACOES: *}
writeln(".......ccooeeieeeenen. ";

writeln('Digite itmax ='");readln(itmax);
writeln('Digite precmin =');readIn(precmin);
{* FIM DA LEITURA DOS LIMITES PARA AS ITERACOES. *}

{* DADOS LIDOS: *}
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writeln('........ccoeeveennnnn. ";
writeln('Dados Lidos:");
for i:=1 to n do begin
for j:=1 to n do begin
writeln('a[',1,",",j,' = ",a[1,j]);
end; {for}
writeln('b[",i,']=",b[i]);
end; {for}
writeln(‘itmax=",itmax);
writeln('precmin=",precmin);
{* FIM DOS DADOS LIDOS. *}
{* FIM DA ENTRADA DOS DADOS.*}
readkey;
{* PROCESSAMENTO DOS CALCULOS: *}
{* PREPARACAO DO SISTEMA: *}
for i:=1 to n do begin
for j:==1 to n do begin
if(i<>j)then a[i,j]:=a[1,j]/-a[1,1];
end; {for}
b[i]:=b[i]/a[i,i]; a[i,i]:=-1;
end {for}

writeln('Sistema Preparado:');
for i:=1 to n do begin
for j:==1 to n do begin

(L

writeln('a[',i,",,j,']= ",a[i,j]);

end; {for}
writeln('b[',1,']= ",b[1]);
end; {for}
writeln('::h);

{* FIM DA PREPARACAO DO SISTEMA. *}
{* INICIALIZACOES PARA CONTROLE: *}
it:=1; prec:=100.0;
{* FIM DAS INICIALIZACOES PARA CONTROLE. *}
{* ITERACOES: *}
while((it<itmax)and(prec>precmin))do begin
{* CALCULO DOS RESIDUOS: *}
for ;=1 to n do begin
r[1,it]:=b[1i];
for j:=1 to n do begin
r[i,it]:=r[i,it]+a[i,j]*x[j,it];
end; {for}
end; {for}
{* FIM DO CALCULO DOS RESIDUOS. *}
{* IDENTIFICACAO DO MAIOR RESIDUO: *}
maxresid:= r[1,it]; max:=1;
for i:= 2 to n do begin
if(abs(r[1,it]) > abs(maxresid))then begin
maxresid:=r[i,it]; max:=i;
end; {if}
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end; {for}
writeln('Maior Residuo="',maxresid);
writeln('Posi¢do Do Maior Residuo:',max);
{* FIM DA IDENTIFICACAO DO MAIOR RESIDUO. *}
{* NOVAS ESTIMATIVAS DA SOLUCAO: *}
writeln(".......coooeeeieeenes ";
writeln('Novas Estimativas Da Solug¢do:');
for i:=1 to n do begin
if(i = max)then
x[1,it+1]:= x[i,it]+maxresid,
{end if}
if(i <> max)then
x[1,it+1]:= x[1,it];
{end if}
writeln('x[",1,",",it+1,"]= " x[1,it+1]);
readkey;
end; {for}
{* FIM DAS NOVAS ESTIMATIVAS DA SOLUCAO. *}
{* ATUALIZACAO DAS VARIAVEIS DE CONTROLE: *}
it:= it+1; prec:= abs(maxresid);
{* FIM DA ATUALIZACAO DAS VARIAVEIS DE CONTROLE. *}
end;{while}
{* FIM DAS ITERACOES. *}
{* FIM DO PROCESSAMENTO DOS CALCULOS. *}

readkey;

{* SAIDA DOS RESULTADOS: *}

{* IMPRIMINDO A EVOLUCAO DOS CALCULOS: *}
Writeln('***************************');
writeln('Evolucao dos Célculos:');

readkey;
for iter:= 2 to it do begin

writeln(' ";
writeln('Iteracao N. ',iter,"");
readkey;
for i:=1 to n do begin
writeln('x[,1,",",iter,'|= ",x[1,iter]);
writeln(" r[',1,",iter,']= ", r[1,iter]);
readkey;
end; {for}
end; {for}
{* FIM DE IMPRIMINDO A EVOLUCAO DOS CALCULOS. *}
{* RESULTADO FINAL: *}

writeln(":z:nn);
writeln('Resultado Final:');
readkey;

if(prec <= precmin)then begin
writeln('A Precisao Foi Alcangada!');
for 1:=1 to n do begin
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readkey;

writeln("x[',1,",",it-1,']= ", x[1,it-1],
"o, it-1," = aLit-1]);
end; {for}
end; {if}
if(prec > precmin)then
writeln('A Precisdo Nao Foi Alcangada!');
{end if}
writeln('FIM.");
readkey;
{* FIM DO RESULTADO FINAL. *}

{* FIM DO ALGORITMO RELAXACAO. *}
end.
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Digite a quantidade n>0 de equacdes:
3

Digite os coeficientes por linhas
Na diagonal, s6 valores ndo nulos!
Digite a[1,1] =

8

Digite a[1,2] =

2

Digite a[1,3] =

4

Digite b[1]=

2.1

Digite a[2,1] =

5

Digite a[2,2] =

5

Digite a[2,3] =

-3

Digite b[2]=

23

Digite a[3,1] =

3

Digite a[3,2] =

-6

Digite a[3,3] =

7

Digite b[3]=

4.4

Digite as estimativas iniciais:
Digite x[1,1]=

1

Digite x[2,1]=

1

Digite x[3,1]=

Digite itmax =

5

Digite precmin =

0.001

Dados Lidos:

a[1,1]= 8.0000000000E+00
a[1,2]= 2.0000000000E-+00
a[1,3]= 4.0000000000E+00
b[1]= 2.1000000000E+00
a[2,1]= 5.0000000000E+00
a[2,2]= 5.0000000000E-+00
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a[2,3]=-3.0000000000E+00
b[2]= 2.3000000000E+00
a[3,1]= 3.0000000000E+00
a[3,2]=-6.0000000000E+00
a[3,3]= 7.0000000000E+00
b[3]= 4.4000000000E+00
itmax=>5

precmin= 1.0000000000E-03

Sistema Preparado:
a[1,1]=-1.0000000000E+00
a[1,2]=-2.5000000000E-01
a[1,3]=-5.0000000000E-01
b[1]= 2.6250000000E-01
a[2,1]=-1.0000000000E+00
a[2,2]=-1.0000000000E+00
a[2,3]= 6.0000000000E-01
b[2]= 4.6000000000E-01
a[3,1]=-4.2857142857E-01
a[3,2]= 8.5714285714E-01
a[3,3]=-1.0000000000E+00
b[3]= 6.2857142857E-01

Maior Residuo= -2.4875000000E+00
Posi¢dao Do Maior Residuo:1

Novas Estimativas Da Solu¢ao:
x[1,2]=-1.4875000000E+00

x[2,2]= 1.0000000000E+00
x[3,2]= 3.0000000000E+00

Maior Residuo= 2.7475000000E+00
Posi¢cao Do Maior Residuo:2

Novas Estimativas Da Solugao:
x[1,3]=-1.4875000000E+00

x[2,3]= 3.7475000000E+00

x[3,3]= 3.0000000000E+00

Maior Residuo= 1.4782142857E+00
Posi¢ao Do Maior Residuo:3

Novas Estimativas Da Solu¢ao:
x[1,4]=-1.4875000000E+00

x[2,4]= 3.7475000000E+00

x[3,4]= 4.4782142857E+00

Maior Residuo= -1.4259821429E+00
Posi¢cdao Do Maior Residuo:1

Novas Estimativas Da Solugao:
x[1,5]=-2.9134821429E+00

x[2,5]= 3.7475000000E+00
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x[3,5]= 4.4782142857E+00
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Evolu¢ao dos Célculos:

Iteragao N. 2:
x[1,2]=-1.4875000000E+00
r[1,2]= 0.0000000000E+00
x[2,2]= 1.0000000000E+00
r[2,2]= 2.7475000000E+00
x[3,2]= 3.0000000000E+00
1[3,2]=-8.7678571429E-01

Iteragao N. 3:
x[1,3]=-1.4875000000E+00
[1,3]=-6.8687500000E-01
x[2,3]= 3.7475000000E+00
r[2,3]= 0.0000000000E+00
x[3,3]= 3.0000000000E+00
r[3,3]= 1.4782142857E+00

Iteracao N. 4:
x[1,4]=-1.4875000000E+00
r[1,4]=-1.4259821429E+00
x[2,4]= 3.7475000000E+00
1[2,4]= 8.8692857143E-01
x[3,4]= 4.4782142857E+00
1[3,4]= 0.0000000000E+00

Iteragdo N. 5:
x[1,5]=-2.9134821429E+00
r[1,5]= 0.0000000000E+00
x[2,5]= 3.7475000000E+00
r[2,5]= 0.0000000000E+00
x[3,5]= 4.4782142857E+00
r[3,5]= 0.0000000000E+00

x[2,3]= 3.7475000000E+00
1[2,3]= 0.0000000000E+00

x[3,3]= 3.0000000000E-+00
1[3,3]= 1.4782142857E+00

Iteracdo N. 4:
x[1,4]=-1.4875000000E+00
r[1,4]=-1.4259821429E+00
x[2,4]= 3.7475000000E+00
1[2,4]= 8.8692857143E-01
x[3,4]= 4.4782142857E+00
r[3,4]= 0.0000000000E+00

Iteracdo N. 5:
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X[1,5]= -2.9134821429E+00
r[1,5]= 0.0000000000E+00

x[2,5]= 3.7475000000E+00
1[2,5]= 0.0000000000E+00

X[3,5]= 4.4782142857E+00
1[3,5]= 0.0000000000E+00

Resultado Final:
A Precisdo Nao Foi Alcangada!
FIM.
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